
Êîíñòðóêòèâíàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé:

ìàòåðèàëû ê êóðñó

Â äàëüíåéøåì N, Z, Z+, R, R+ ñóòü ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ,
âåùåñòâåííûõ, âåùåñòâåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

1. Ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè

Íåïðåðûâíóþ â òî÷êå 0, íåóáûâàþùóþ è ïîëóàääèòèâíóþ íà R+ ôóíêöèþ ω òàêóþ, ÷òî ω(0) = 0,
áóäåì íàçûâàòü ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè. Ìíîæåñòâî ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè îáîçíà÷èì Ω, ÷åðåç
Ω∗ áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âûïóêëûõ ââåðõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè íåóáûâàþùàÿ íà R+ ôóíêöèÿ ω íåïðåðûâíà â òî÷êå 0 è ω(0) = 0, ïðè÷åì
ôóíêöèÿ t 7→ ω(t)/t íå âîçðàñòàåò, òî ω ∈ Ω.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè íåóáûâàþùàÿ íà R+ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ω íåïðåðûâíà â òî÷êå 0 è ω(0) = 0,
òî ω ∈ Ω∗.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω íàéäåòñÿ òàêîé ω ∈ Ω∗, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R+

ω(t) 6 ω∗(t) 6 2ω(t). (1)

Çàäà÷à 1. Ïîêàçàòü, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1) êîýôôèöèåíò 2 íå ìîæåò áûòü çàìåíåí íà
ìåíüøèé.

Äàëåå, L1 � ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f : R → R, ñóììèðóåìûõ íà [−π, π], C �
ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f : R→ R, ñ íîðìîé

‖f‖ = max
x∈R
|f(x)|,

C(K) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà êîìïàêòå K ôóíêöèé ñ íîðìîé

‖f‖ = max
x∈K
|f(x)|.

Ïóñòü r ∈ Z+, t ∈ R, ïîëîæèì

∆r
t (f, x) =

r∑
m=0

(−1)m+rCmr f(x+mt).

Åñëè f ∈ C, òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ïîðÿäêà r ñ øàãîì h îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ωr(f, h) = sup
|t|6h

‖∆r
t (f)‖.

Åñëè f ∈ C([a, b]), òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ïîðÿäêà r ñ øàãîì h îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ωr(f, h) = ωr(f, h, [a, b]) = sup
|t|6h

‖(∆r
t (f, ·)|[a, b− rt]‖, åñëè h ∈ [0, (b− a)/r],

ωr(f, h, [a, b]) = ωr(f, (b− a)/r, [a, b]), åñëè h > (b− a)/r.
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðè âñåõ h > 0, ωr(·, h) ïîëóíîðìà â C (C([a, b])).

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü f ∈ C (f ∈ C([a, b])), òîãäà ω1(f, ·) ∈ Ω.

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè ω ∈ Ω, òî ω1(ω, h) = ω(h).

Ïîëîæèì ω∗1(f, ·) = inf{ω∗ ∈ Ω∗ : ω1(f, ·) 6 ω∗(·)}.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü f ∈ C, h > 0. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ω ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî

ω2(f, h) 6 ω(h2) 6 4ω2(f, h).

Ïóñòü α > 0, M > 0, r ∈ N, ïîëàãàåì

LipM (r, α, [a, b]) = {f ∈ C([a, b]) : ωr(f, h, [a, b]) 6 Mhα},
LipM (r, α) = {f ∈ C : ωr(f, h) 6 Mhα}.

2. Ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà

Ïóñòü n ∈ N, f : [0, 1]→ R. Òîãäà

Bn(f, x) =
n∑
k=0

f

(
k

n

)
Cknx

k(1− x)n−k =
n∑
k=0

f

(
k

n

)
pn,k(x)

� ïîëèíîì Áåðíøòåéíà ïîðÿäêà n ôóíêöèè f. Ïîëîæèì

Mn,l(x) =
n∑
k=0

(
k

n
− x
)l
pn,k(x).

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè n ∈ N, x ∈ [0, 1], òî

Mn,0(x) = 1, Mn,1(x) = 0, Mn,2(x) =
x(1− x)

n
.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü n ∈ N, x ∈ [0, 1]. Òîãäà Bn(·, x) � ëèíåéíûé îïåðàòîð â C([0, 1]).

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü n ∈ N, x ∈ [0, 1], f ∈ C([0, 1]). Òîãäà

|Bn(f, x)| 6 ‖f‖.

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [0, 1] è íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ∈ (0, 1), òî

Bn(f, x0)→ f(x0), n→∞.

Çàäà÷à 3. Åñëè x0 ∈ (0, 1) � òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèè f, òî

Bn(f, x0)→ 1
2

(f(x0 + 0) + f(x0 − 0)), n→∞.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü n ∈ N, x ∈ [0, 1], f ∈ C([0, 1]). Òîãäà

|Bn(f, x)− f(x)| 6 ω∗1

(
f,

√
x(1− x)

n

)
6 2ω1

(
f,

√
x(1− x)

n

)
.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî

1√
2

6 sup
f∈Lip1(1,1,[0,1])

2
√

2n‖B2n(f)− f‖ 6 1.



Ñ÷èòàåì, ÷òî pn,k(·) = 0 ïðè k < 0 è k > n.

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü n ∈ N, k ∈ Z+, 0 6 k 6 n. Òîãäà

pn,k(x) = n(pn−1,k−1(x)− pn−1,k(x)), x ∈ [0, 1],

pn,k(x) =
n

x(1− x)

(
k

n
− x
)
pn,k(x), x ∈ (0, 1).

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü n ∈ N, x ∈ (0, 1). Òîãäà

B′n(f, x) =
n

x(1− x)

n∑
k=0

f

(
k

n

)(
k

n
− x
)
pn,k(x).

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü n, l ∈ N, x ∈ [0, 1]. Òîãäà

B(l)
n (f, x) = l!Cln

n−l∑
k=0

∆l
1
n

(
f,
k

n

)
pn−l,k(x).

Çàäà÷à 5. Ïóñòü f ∈ C([0, 1]), x ∈ (0, 1), òîãäà

|B′′n(f, x)| 6
√

2n(n− 1)
x(1− x)

‖f‖.

Ïðåäëîæåíèå 12. Åñëè f íåóáûâàåò (íåâîçðàñòàåò) íà [0, 1], òî Bn(f) íåóáûâàåò (íåâîçðàñòà-
åò) íà [0, 1], (n ∈ N).

Ïðåäëîæåíèå 13. Åñëè f âûïóêëà ââåðõ (âíèç) íà [0, 1], òî Bn(f) âûïóêëà ââåðõ (âíèç) íà
[0, 1], (n ∈ N).

Çàäà÷à 6. Ïóñòü f ∈ C([0, 1]). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà [0, 1];

2. äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1], n ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x) 6 Bn(f, x).

Çàäà÷à 7. Ïóñòü f âûïóêëà íà [0, 1]. Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ [0, 1], n ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x) 6 Bn+1(f, x) 6 Bn(f, x).

Ïóñòü

a = x0 < x1 < · · · < xn = b (2)

� ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b]. Ïîëàãàåì

V ar(f, [a, b]) = sup
n−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)|,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì âèäà (2). Âåëè÷èíà V ar(f, [a, b]) � âàðèàöèÿ ôóíêöèè
f íà [a, b]. Åñëè V ar(f, [a, b]) <∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [a, b].

Çàäà÷à 8. Åñëè f � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, 1], òî

V ar(Bn(f), [0, 1]) 6 V ar(f, [0, 1]).



Çàäà÷à 9. Ïóñòü f ∈ C([0, 1]),

‖Bn(f)− f‖ = o

(
1
n

)
, n→∞.

Òîãäà f � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (ïîëèíîì ñòåïåíè îäèí).

Çàäà÷à 10. Ïóñòü f ∈ C([0, 1]). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. f(0), f(1) ∈ Z;

2. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿ-
ñÿ íà [0, 1] ê ôóíêöèè f.

Ïóñòü f ∈ C([0, 1]2), x, y ∈ [0, 1], n ∈ N, ïîëîæèì

Bn(f, x, y) =
n∑
i=0

n∑
j=0

CinC
j
nf

(
i

n
,
j

n

)
xiyj(1− x)n−i(1− y)n−j .

Çàäà÷à 11. Äîêàçàòü, ÷òî Bn(f) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f íà [0, 1]2.

3. Ëèíåéíûå ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ

Åñëè dk ∈ C, òî ïî îïðåäåëåíèþ
∞∑

k=−∞

dk =
∑
k∈Z

dk = d0 +
∞∑
k=1

(dk + d−k).

Ïóñòü f ∈ L1, x ∈ R, òîãäà

a0(f)/2 +
∞∑
k=1

ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx =
∑
k∈Z

ck(f)eikx

� òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f, ñîîòâåòñòâåííî, â âåùåñòâåííîé è êîìïëåêñíîé ôîð-
ìå, Sn(f, x) � åãî n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà. Åñëè r ∈ [0, 1), n ∈ Z+, f ∈ L1, x ∈ R òî

Pr(f, x) =
∑
k∈Z

r|k|ck(f)eikx,

σn(f, x) =
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
ck(f)eikx

� ñóììû Àáåëÿ�Ïóàññîíà è Ôåéåðà ôóíêöèè f.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
c0(f) = 0. Òîãäà

‖f‖ 6
π

2
‖f ′‖.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü n ∈ N, f ∈ L1. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

‖σn−1(f)‖ 6 C‖P 1
n

(f)‖.

Çàäà÷à 14. Ïóñòü f ∈ C, α > 0. Òîãäà

‖P ′α(f)‖ 6
2

π shα
‖f‖.



Çàäà÷à 15. Åñëè f ∈ C,

‖σn(f)− f‖ = o

(
1
n

)
, n→∞,

òî f = const.

Çàäà÷à 16. Åñëè f ∈ C,

‖Pr(f)− f‖ = o(1− r), r → 1−,

òî f = const.

Çàäà÷à 17. Ïóñòü f ∈ C � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, 2π]. Òîãäà

|Sn(f, x)| 6 ‖f‖+ V ar(f, [0, 2π]).

Ïóñòü f ñóììèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå â R, h > 0, r − 1 ∈ N, x ∈ R, òîãäà

Sh,1(f, x) =
1
h

∫ h/2

−h/2
f(x+ t) dt,

Sh,r(f, x) = Sh,1(Sh,r−1(f)), x).

Ôóíêöèÿ Sh,r(f) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Â. À. Ñòåêëîâà r-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f ñ øàãîì h.

Çàäà÷à 18. Ïóñòü f ∈ C([a, b]). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà [a, b];

2. äëÿ âñåõ x ∈ [a, b], h > 0 : x± h/2 ∈ [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x) 6 Sh,1(f, x).

Ïðåäëîæåíèå 14. Äëÿ f ∈ C

‖f − Sh,1(f)‖ 6
1
2
ω2

(
f,
h

2

)
,

‖f − Sh,2(f)‖ 6
1
2
ω2(f, h).

Çàäà÷à 19. Åñëè f ∈ LipM (2, α) ïðè α ∈ (0, 2], òî

‖f − Sh,1(f)‖ 6
Mhα

2α+1(α+ 1)
.

Çàäà÷à 20. Åñëè f ∈ LipM (2, α) ïðè α ∈ (0, 2], òî

‖f − Sh,2(f)‖ 6
Mhα

(α+ 1)(α+ 2)
.
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