Предмет: Основы системного анализа

Задание: Решить две задачи, оформление в Word, примеры решения (стр.5) и методические указания приведены ниже.

Данные к задаче 1:
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Данные к задаче 2:
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 
(часть 2)

РЕШЕНИЕ МНОГОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ ГРАДИЕНТНЫМИ МЕТОДАМИ И МЕТОДОМ ДЕФОРМИРОВАННОГО МНОГОГРАННИКА (МЕТОД НЕЛДЕРА-МИДА).

I. ЦЕЛЬ РАБОТЫ.

1. Изучение основных определений и положений многомерной безусловной оптимизации.

2. Изучение основных методов решения задач многомерной минимизации.

I. КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ.

1. Основные определения. Задачей многомерной оптимизации является минимизация функции U=f(x1,x2,...,xm) от m переменных (параметров) x1,x2,...,xm. Если нет ограничений на параметры x1,   ...,xm , то говорят о глобальной безусловной минимизации, если есть ограничения на параметры x1,...,xm, то говорят об условной минимизации.

Для сокращенного обозначения функции многих переменных удобно использовать векторное обозначение 

, при этом подразумевается, что каждой величине 

 сопоставлен свой единственный набор значений величин x1,...,xm. В соответствии с этим величину 

 можно рассматривать как точку (элемент) m-мерного линейного пространства независимых переменных x1,...,xm. Если в этом пространстве ввести единичные векторы 

, поставленные в соответствие переменным x1,...,xm, то величину 

 можно рассматривать как вектор: 

, а операции сложения и вычитания производить по правилу векторов.
а) поверхность уровня. Множество точек 

, для которых 

 называется поверхностью уровня, для двух переменных это множество называется линей уровня. Функция U=f(x1,x2) определяет некоторую поверхность в трехмерном пространстве U, x1, x2. Самая низкая точка этой поверхности есть решение задачи минимизации. Для каждого значения U на плоскости ox1x2 имеется своя линия уровня.

б) градиент. Вектор 

называется градиентом функции 

 и обозначается:



(2.1)

Вектор

 указывает направление наискорейшего возрастания функции, а вектор -

 называется антиградиентом и указывает направление наискорейшего убывания функции. Градиент всегда перпендикулярен поверхности (линии) уровня.

2.  Необходимое и достаточное условия минимума функции многих переменных:

а) необходимое условие. Необходимым условием минимума функции многих переменных является условие равенства нулю ее градиента:




(2.2)

или




б) достаточное условие. Достаточным условием является условие положительной определенности матриц Гессе:



(2.3)



Для положительной определенности матрица Гесса необходимо, чтобы ее собственные числа (1,...,(m были положительны. Собственные числа (1,...,(m являются корнями характеристического уравнения:




(2.4)
где det -определитель квадратной матрицы ранга m, Е - единичная матрица.

Матрица C=G-(E называется характеристической матрицей для матрицы G.

3. Основные методы безусловной многомерной минимизации:

а) покоординатный спуск. В методе покоординатного спуска выбирается начальная точка x0 с координатами 

. Фиксируются все координаты кроме первой и решается одномерная задача минимизации. Затем фиксируются все координаты кроме второй и опять решается задача одномерной минимизации и т.д. т.е. поочередно производится спускание по всем координатам xi, до тех пор пока не выполнятся все условия:



,
(2.4)
Если линия уровня имеет изломы, что соответствует “оврагам” на поверхности 

, то данный метод становится непригодным.

б) простой градиентный метод. В методе простого градиентного спуска выбирается начальная точка 

 и начальное значение шага h. В точке 

 вычисляется градиент и делается шаг в направлении антиградиента:



.
(2.5)

В результате вычисляется точка 

. Если выполняется условие 

, то в точке 

 вычисляется градиент и делается шаг в направление антиградиента. Если условие 

 не выполняется, то шаг h уменьшают до тех пор, пока это условие не будет выполнено. Процесс продолжается до выполнения третьего условия (2.4).

Недостатком метода является необходимость на каждом шаге вычислять значение градиента, что требует достаточно много времени.

в) метод наискорейшего спуска. Из начальной точки 

 перпендикулярно линии уровня, т.е. в направлении антиградиента двигаются до тех пор, пока функция убывает, т.е. решают одномерную задачу минимизации для функции:


,
(2.6)

где ( выступает в качестве параметра.

В результате находится значение 

, соответствующее минимальному значению функции на выбранной прямой. Затем вычислительный процесс повторяется для точки 

 и т.д. Критерием окончания является третье условие (2.4).

г) метод деформированного многогранника. Когда 

 не является гладкой и имеются множества точек, где она не дифференцируема используются прямые методы. Наиболее известным из них является метод деформированного многогранника или метод Нелдера-Мида. Задается m+1 точка 

. При этом все разности 

 должны быть линейно независимыми, т.е. любые три из точек 

 не должны лежать на одной прямой.

Обычно это делается следующим образом. Задаются координаты точки 

, а координаты остальных точек определяются с помощью соотношения 

 где h - параметр, который определяет стороны многогранника.

Точки 

, i=1,2,...,m+1 являются сторонами равнобедренного многогранника (на плоскости это треугольник).

Исключается точка, в которой функция имеет самое большое значение, пусть это точка 

. Далее вычисляется среднее значение (или как иногда говорят центр тяжести) оставшихся точек:




(2.7)

Далее вычисляется пробная точка:




(2.8)

которая является симметричным отражением исключенной точки 

 относительно точки 

.
Вычисляется значение функции в пробной точке и сравнивается с со значением в точке 

. Если значение в пробной точке меньше, то точка 

 заменяется на точку 

 и рассматривается новый многогранник с точками 

, где 

, а 

.

Если же значение в пробной точке больше, то выбирается новая пробная точка внутри многогранника:




(2.9)

и тоже рассматривается новый многогранник с точками 

, где 

, а 

. Многогранник при этом деформируется.

Периодически многогранник восстанавливают. За новую базовую точку 

 принимается точка, в которой функция минимальна, а величина шага h выбирается равной средней длине всех граней, исходящих из точки 

.

Процесс заканчивается, когда длины всех сторон многогранника станут меньше некоторого выбранного (.

III. ЗАДАНИЯ.

(часть 2)

Написать основные соотношения метода простого градиентного спуска и метода деформированного многогранника для минимизации функции из таблицы заданий. Точку минимума определить с указанной в таблице точностью ( (Задание 1).

Минимизировать целевую функцию с применением метода Хука-Дживса, описать пошагово последовательность выполнения процедур (Задание 2).  
IV. ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ.

Пример 1. Минимизировать функцию 



 с точностью ( = 10-5,

простым градиентным методом.

1. Для минимизации функции f(x,y) используем формулу простого градиентного спуска (2.5):


,
(4.1)

где 

 - точка с координатами x0,y0; h - длина шага в направлении антиградиента для заданной функции в точке 

. 

2.  Выбираем координаты начальной точки 

: x0=1, y0=0 и значение шага h=0.1. В точке 

 вычисляем значение функции f(x,y):




(4.2)
3. Определяем градиент заданной функции g(z0) в точке 

:




где




(4.3)

4. Проверяем выполнение третьего условия (2.4):




(4.4)

если (4.4) выполняется, то точка 

 является точкой минимума и вычисления заканчиваем, а если нет то выполняем следующие пункты.

5. Вычисляем координаты x1,y1 новой точки 

согласно (4.1):




(4.4)

6. Вычисляем значение функции f(x,y) в точке 

:




и сравниваем значения f1 и f0.

Если f1>f0, то шаг уменьшаем в два раза: h=h/2 и повторяем пункт 5. Если f1<f0, то полагаем, что 

 и повторяем пункт 3 и т.д. до выполнения условий (4.4).

 Пример 2. Минимизировать с применением метода Хука-Дживса  целевую функцию [image: image6.png]FX) = (x1—9)% + (x; — 4)?



, начальная точка имеет кординаты [image: image8.png]xlol = [:ﬂ =[-1,-1]"



, изменения координат принять  [image: image10.png]Axy 5



.
1 Найти значение  целевой функции в начальной точке [image: image12.png]f(x[l)])



, полагая, что точка [image: image14.png]


  является базисной точкой.
[image: image15.png]F(XO) = (2, — 92+ (x, — )2 = ((=1) — 9% + ((-1) — 4)2 =125




2. Первая итерация

Выполнить исследующий поиск вокруг базисной точки [image: image17.png]


 по каждой из координат:

по координате [image: image19.png]



[image: image20.png]x;=x;+Ax;=—-1+1=0 f(xM)=£(0,-1)=(0-92+(-1-4)? =106
< £(X1)) mar ygauHei, Tak Kak npEpameHne Ax, yIy4IuaeT ne/1eByio GYHKIMIO




[image: image21.png]x=x —An=-1-1=-2 f(X0) = f(=2,-1) = (-2) -9+ (-1) - H? = 146
> f(X1)) mar HeygauHbIA, TaK Kak IpHpamenue Ax, yXyAIAeT [eleEyio GyHKIHIO




по координате [image: image23.png]



[image: image25.png]X, =X+ Ax, = —-1+1=0 f(x1) =£00,0)=(0-92+(0—-4)?%=97



              

 [image: image27.png]< f(x1) mar yaauneii, Tak kak npupanienue Ax,



 улучшает целевую функцию

[image: image28.png]X, =x,— 0, =-1-1=-2 f(xW)=£(0,-2)=(0-92+((-2)-4)?%=11
< £(X1)) mar ygauHei, Tak Kak npEpameH#e Ax,TaKxe yIyqIIaeT [eleEyio GyHKIHIO




В результате исследующего поиска вокруг базисной точки  [image: image30.png]


 следует выбрать  точку  [image: image32.png]X1 = [g] F(XW) = (0-9)2 + (0 — 4)? =97




Выполнить поиск  по образцу:

найти шаг из базовой точки [image: image34.png]X0 =[7] no



следующей базовой точки  вдоль прямой, соединяющей эти точки:

[image: image35.png]0] _[-1_ v
X2 = 2. xl1l _xlol — o [0] _ [—1] = [1] FXP) = (1-9)2+(1-4? =73
< f(x11) < 97 war yaaunsrit




[image: image36.png]S I e B C) [ﬂ _ [g] - [;] F(XBP) = 2-9)? + (2 - 42 =53




[image: image37.png]< f(x¥¥) < 73 mar ygaunsrii




[image: image38.png]21_Mm_[3
X4 = 2. xBB _xl2l = 2. [z] _ [1] = [3] F(xX¥) = (3-972+(3-42=37
< f(xB) < 53 war yaaunsrit




[image: image39.png]X5l = 2w xlel _xl81 = . B] _ [;] - [ﬂ F(X6T) = (4 - 9) + (4— 4)? = 25




[image: image41.png]< f(x™) <37



 шаг удачный
[image: image42.png]X6l = 2. xI81 _ x4l — 2. [ﬂ _ B] = [g] F(XE) = (5-9)2 + (5 — 4)? = 17




[image: image43.png]< f(x¥) < 25 mar ygaunsrii




[image: image44.png]XU = 2. xl6l _ xIsl — 2. [g] _ [ﬂ = [g] F(XT) = (6-9)2 + (6 — 4)? = 13




[image: image45.png]< f(x'®) < 17 mar ygaunsrii




[image: image46.png]X8 = 2. x171 _xl6l — 2. [g] _ [g] = [;] F(XB) = (7 =92 + (7 -4 = 13




[image: image47.png]= f(xV1) = 13 war ygaunbIii




В результате поиска по образцу следует выбрать новую точку [image: image49.png]X6 =[7]



  [image: image51.png]fF(x7)=(7-92+(7-4)?2=13




3. Вторая итерация

Выполнить исследующий поиск вокруг выбранной базисной точки [image: image53.png]


 по каждой из координат:

по координате [image: image55.png]



[image: image56.png]x1=x;+Ax;=7+1=8 f(87)=(8-92+(7—-4)?=10 < f(x¢])
= 13 mar yaauHeit




[image: image57.png]6 f(67)=(6—-9?%+(7-492=18> f(x)
= 13 war Heyga4HbIH




по координате [image: image59.png]



[image: image60.png]X =x+A0p=7+1=8 [(88)=(8-9%+@-4%=17>f(x¥)
= 13 mar HeyAaYHbIH




[image: image61.png]—-1=6 f(86)=(8-9?%+(6—-4)?=5</f(x¢])
= 13 mar ygauHsii





В результате исследующего поиска второй итерации следует выбрать новую точку  [image: image63.png]X0 = [2] F(XC) = (8-9)% + (6-4)> =5




Выполнить поиск  по образцу:

найти шаг из базовой точки [image: image65.png]%0 =[%] go



следующей базовой точки вдоль прямой, соединяющей эти точки:

[image: image66.png]X101 = 2 . x[91 _ xl8] — 5. [2] _ [;] - [g] F(XU1) = (9= 9)2 + (5-4)% = 1




[image: image67.png]< f(x¥!) = 5 mar ygaunwii




[image: image68.png]9] _[8] _ [10
X011 = 2 . x[10] _ yl6l — 5. [5] _ [6] = [4] FXE) = (10-9)2 + (4— 42 =1
= £(x19) = 1 mar yraunsit




В результате поиска по образцу второй итерации следует выбрать новую точку [image: image70.png]xl = [14"] F(xB) = (10— 9)% + (4 —4)2 =





4. Третья итерация

Выполнить исследующий поиск вокруг выбранной базисной точки [image: image72.png]x[1l



 по каждой из координат:

по координате [image: image74.png]



[image: image75.png]X, =% +Ax=10+1=11 f(11,4) = (11 - 9)2 + (4 —4)%? = 4 > f(x[11])




[image: image77.png]= 1 mar HeyAa4yHbIH



 

[image: image78.png]X, =% —Ax=10—-1=9 f(9,4) = (9—-9)2+ (4 —4)2=0 < f(x[11)




[image: image80.png]= 1 mar yAayHbIHA



 
по координате [image: image82.png]



[image: image83.png]X, =X, +Ax=4+1=5 f(9,5) =(9-92+((5-4)2=1 = f(x01)




[image: image85.png]


 шаг удачный

[image: image86.png]X, =% —Ax=4—-1=3 f(9,3) =(9-9)2+ (3 -4)?2=1= f(x01)




[image: image88.png]


 шаг удачный

В результате исследующего поиска третьей итерации следует выбрать новую точку  [image: image90.png]xi2l — [i] F(xBA) = (9-9)2 + (4—4)2 = 0




Поиск по образцу:

найти шаг из базовой точки [image: image92.png]x02l — [i] 1o



следующей базовой точки вдоль прямой, соединяющей эти точки:

[image: image93.png]3] — o . xl12l _ yi11l — 5, [9]— [10] — [8] [13]) = (g — 42—
X113 = 2« x012) _ ylil — 5 [4] [4]7[4] FXUN) = (8-9)2 + (4—4)2 =1
> £(x12) mar neygaunsii




Так как движение по прямой, соединяющей базовые точки [image: image95.png]9
4



 и [image: image97.png]X3l — [i]



 не привело к уменьшению целевой функции [image: image99.png]FX) = (x1—9)% + (x; — 4)?



, то зафиксируем предыдущую точку [image: image101.png]9
4



 в качестве точки минимального значения целевой функции и завершим поиск.
[image: image102.png]x* = xl12l — [i] F&xH =0




Пример 3. Применяя метод Хука-Дживса  минимизировать целевую функцию [image: image104.png]fX) = (er+x2)* + (x = 1)



, начальная точка имеет координаты [image: image106.png]¥l — [z] = [5,6]"



, изменения координат принять  [image: image108.png]Axyp =2



, принять ε=0,2

1.Найти значение функции [image: image110.png]fX) = (er+x2)* + (x = 1)



 в начальной точке [image: image112.png]x[ol.




[image: image113.png]f(x0) = (5+6)%+ (6 —1)% = 146




2. Первая итерация:

Выполнить исследующий поиск по координатам:
по координате [image: image115.png]


:

[image: image116.png]X1 =% +Ax; =5+2=7 f(7,6) = (7+6)*+(6—1)% =194 > f(x°) mar neygaunwii




[image: image117.png]—-2=3 f(3,6

Xy =Xy — Axy = =(3+4+6)2+(6-1)2=106 < f(X°) mar ygaunrii




по координате [image: image119.png]


:

[image: image120.png]X, =X+ Dx, =6+2=8 f(38) =(3+8)2+(8—-1)2=170 f(X)) mar neygaunsiii




[image: image121.png]=@ +4)%+ (4—1)? =58 < f(X[) mar ygaunwrii




[image: image122.png]OKOHWATeLHO oMY MK KoOpAMHATH Gazoroi Towkm X1 = 3
4




В результате исследующего поиска вокруг базисной точки  [image: image124.png]


 следует выбрать  точку  [image: image126.png]f(xM) =@ +42+(4— 1) =58




Выполнить ускоряющий поиск по образцу:

найти шаг из базовой точки [image: image128.png]X0 =[7] no



следующей базовой точки вдоль прямой, соединяющей эти точки: 
[image: image129.png]2 = . xl _xlo — 2. [B]—[P] = [V 1) = 12 =
x12) = 2. x11 _ 00l — 3 [4] [6]7[2] FRE) =1 +22+@-1)2=10
< f(x™)) mar ygaunsrit




[image: image130.png]S I e B C) [;] _ [ﬂ - [*01] FXBE) = (D + 02+ (012 =2
< f(x™@) war ynaunsrit




[image: image132.png]X9 = 2. x8 —xl 2. [ =[] =[] £(¥) = (3 + 202 + (-2 -
1)? = 34 > f(XB!) war neyaaunsiit.



   

Так как движение по прямой, соединяющей базовые точки [image: image134.png]¥ =[]



 и [image: image136.png]x4 =[]



 не привело к уменьшению целевой функции [image: image138.png]FX) = (x1+ %)%+ (x, — 1)?



, то зафиксируем предыдущую точку [image: image140.png]¥ =1



 в качестве базовой и для поиска нового направления и вновь проведем исследующий поиск по координатам:
по координате [image: image142.png]


:

[image: image143.png]=% +Ax;=—-1+2=1 f(1,00=(1+02+(0-1)2=

= f(xB]) mar ygaunrii





[image: image144.png]—Ax; =

“1-2=-3 f(-30)=((-3)+0) +(0-12>=11
> £(x)) mar neygaunsrit




по координате [image: image146.png]


:

[image: image147.png]X, =X +Ax, =0+2=2 f(1,2)=(1+2)2+@2—-1)2=10 > f(XB!) mar neygaunerii




[image: image148.png]Xy =%, —Dx, =0-2=-2 f(1,-2)=00+(-2))*+((-2)-1D?* =10
> £(X)) mar neyaaunsrii.




Окончательно получим базовую точку [image: image150.png]x4 = (1)]



 и выполним ускоряющий поиск по образцу для следующей базовой точки [image: image152.png]



[image: image153.png]nN_1-y_p3
X051 = 2. x4 _ xB1 = 2. [0] ,[ o ] - [0] fTISJ — F(XS) = (3+0)2 + (0— 1) = 10
< f(x5)) war neygaunbiit.




Поскольку неудачными оказались шаги по всем выбранным направлениям, то вернемся к предыдущей точке [image: image155.png]X =[1] u



проверим условие окончания алгоритма [image: image157.png]


=2 > ε=0,2,  уменьшая приращения в два раза: [image: image159.png]


;  Δx2=1.
[image: image160.png]X1 =% +Ax;=1+1=2 f(2,0)=(2+0)%+(0—-1)2=5> f(XxB) mar neynaunrii




[image: image161.png]0 £(0,00=(0+0)%+(0—-1)2=1< f(XB) mar ynauneri





[image: image162.png]X, =X +Ax, =0+1=1 £(0,1)=0+1>+1—-1)2%=1 < f(XB) marygaunwrii




[image: image163.png]X =% —Mx;=0-1=-1 f(0,-1)=(0+(-1))+((-1)-1*=5
> f(XB)) mar neyaaunsiit




Выбираем в качестве базовой точки [image: image165.png]o] fon=0+v7+a-12=





Осуществляем пошаговый поиск по образцу с целью выявления направления минимизации и делаем переход к точке [image: image167.png]


.

[image: image169.png]x16 = 2 X151 — x14l = 2. [‘1’] - [(1)] = [’21] FXE) = (D +22+@-1)2=2>
£(xB) mar neygaunbit



 поэтому возвращаемся к точке [image: image171.png]X1 = 0]



 и повторяем исследующий поиск.

Осуществляем исследующий поиск по координатам:

по координате [image: image173.png]


:

[image: image174.png]X1 =x% +Ax;=0+1=1 f(L,D=00+12+1-12%=4> f(x®) mar neynaunsrii




[image: image175.png]X, =x;—Ax;=0-1=-1 f(-1L,D)=(-1D+D*+Q-1%*=0
< f(x)) wmar yraunsi




по координате [image: image177.png]


:

[image: image178.png]X =x+Anp=1+1=2 f(-1,2)=(-D+2*+@2-1?
> f(x™)) mar neyaaunsiit




[image: image179.png]—-1=0 f(-10)=(-1)+0)2+(0-1)*
> f(x)) war neygaunst





Окончательно выбираем базовую точку [image: image181.png]


  [image: image183.png]f(-1,D)=((-D+1D?*+(1-1)?%=0




Поскольку пошаговый поиск по образцу не приносит положительных результатов, а также неудачными оказываются шаги по всем направлениям, проверяем условие окончания алгоритма [image: image185.png]Ax; 5



> ε=0,2, уменьшаем приращения в два раза: [image: image187.png]


 и переходим к следующей итерации.

Исследующий поиск в окрестности базовой точки не приносит улучшения функции, поэтому уменьшаем шаг до 0,25 и далее до 0,125, что также не приводит к положительным результатам. 
Проверяем условие окончания поиска [image: image189.png]Ax; 5



 =0,125 < ε=0,2 и заканчиваем вычисления.

Таким образом, за точку минимума принимаем значение [image: image191.png]X* ~ X6l = [*11]



 [image: image193.png]fFX)=((-D+1)?*+0Q-1)2%=0
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