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Введение

Имитационное моделирование является в настоящее время важной частью процесса проектирования  сложных технических систем. Кроме того, оно широко используется при изучении сложных природных и общественных явлений. 

Зачастую реальные объекты не могут быть достаточно адекватно описаны аналитической моделью, которая поддается численному анализу. В этих случаях обращаются к имитационному моделированию. При построении модели определяют множество условий, при которых  изучается поведение объекта, и множество числовых характеристик, по значениям которых судят о поведении объекта. Целью изучения объекта при моделировании является, в большинстве случаев, получение функциональных зависимостей между числовыми характеристиками объекта и условиями его функционирования. 

В имитационной модели ядром является алгоритм функционирования объекта для всего набора заданных условий. Поэтому в сравнении с аналитической моделью имитационная модель менее абстрактна, содержит больше информации о реальном объекте. При имитационном моделировании не решается математическая задача с целью нахождения функциональных зависимостей, а имитируются условия работы, отдельные действия и события, сопровождающие функционирование моделируемого объекта. При этом искомые функциональные зависимости строятся поточечно в процессе моделирования.

В данном пособии рассматривается один класс имитационных моделей – модели систем массового обслуживания. Данные модели описывают большое количество социальных, экономических и технических систем. Система массового обслуживания (СМО) производит обработку поступающих в неё заявок. Обработка заявок осуществляется обслуживающими устройствами, количество которых в общем случае не ограничено. Если на момент поступления заявки все обслуживающие устройства заняты, то заявка временно помещается в буфер. Как правило, буфер может хранить ограниченное число заявок (см. рис. 1).
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Рис. 1 Структурная схема системы массового обслуживания

Для описания СМО как правило используется система обозначений Кендалла, согласно которой простейшая СМО описывается четырехразрядным кодом. Первый разряд обозначает вид закон распределения интервалов между поступлением заявок, второй – закон распределения времени, необходимого для обслуживания заявки. Причем, экспоненциальный закон распределения обозначается буквой M, эрланговское распределение k-го порядка  - символом Ek, постоянная величина – буквой D и произвольное распределение буквой - G. Третий разряд обозначает число обслуживающих устройств, а четвертый – объем буфера (если объем буфера считается бесконечным, то четвертый разряд  не указывается). Например, система с экспоненциальным законом распределения интервалов между заявками и детерминированным временем обслуживания заявки с одним обслуживающим устройством и буфером, способным хранить 100 заявок, обозначается как  M/D/1/100.

В первой лабораторной работе рассматриваются вопросы точности нахождения искомых величин методом имитационного моделирования. Во второй – способы формирования случайных величин с заданным законом распределения. Третья лабораторная работа посвящена моделированию входного потока заявок СМО. Четвертая и пятая – моделированию СМО как таковых с конечным и бесконечным объемами буфера.

Лабораторная работа №1

Вычисление определенных интегралов методом Монте-Карло

1. Необходимые теоретические сведения.

1.1 Введение

История данного метода началась в 1949 году, когда вышла в свет работа Н. Метрополиса и С. Улэма «Метод Монте-Карло». Примечательно происхождение этого названия. Для использования данного метода необходим генератор случайных чисел с равномерным законом распределения. В те годы одной из популярных схем такого генератора была вращающаяся стрелка, которая раскручивалась с большой скоростью и в определенный момент времени останавливалась. Число, на которое она указывала, являлось показанием генератора (см. рис. 2). Такая конструкция напомнила авторам метода рулетку, и он был назван в честь города казино и игорных домов.
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Рис. 2. Генератор-рулетка

Суть метода заключается в формировании случайного процесса, статистические характеристики которого соответствуют искомым величинам решаемой задачи. Например, необходимо определить среднее значение 
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 случайной величины 
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, для которой плотность распределения вероятностей имеет сложный вид. Аналитическое решение данной задачи может оказаться весьма трудоемким. Возможно решение методом Монте-Карло: для этого берется выборка значений случайной величины 
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 (N – число испытаний). Оценка 
[image: image7.wmf]ˆ

M

 величины 
[image: image8.wmf]M

 будет тогда равна:
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то есть среднему арифметическому выборки.

Наибольшее применение метод Монте-Карло получил в тех областях, где требуется исследовать характеристики случайных процессов. Примерами могут служить анализ систем массового обслуживания, прогноз состояния рынка ценных бумаг, оценка надежности различных систем (технических, социальных, экономических) и т. д. Также данный метод применим для решения дифференциальных уравнений, систем линейных алгебраических уравнений, нахождения многомерных интегралов от сложных функций и т. п.

1.2 Точность метода Монте-Карло

Для анализа точности метода Монте-Карло можно использовать закон больших чисел. При моделировании события Х, имеющего вероятность появления p, существует два исхода: событие произошло, и событие не произошло. Пусть 
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, если событие не произошло. Если в N опытах событие Х  произошло L раз, то
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Найдем математическое ожидание и дисперсию для частоты появления события Х ( для величины 
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 ) . Математическое ожидание каждого 
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Дисперсия каждого 
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Тогда математическое ожидание частоты события X равно:
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Дисперсия частоты события Х равна:
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Согласно теореме Бернулли для всякого 
[image: image20.wmf]0

e

>

 и 
[image: image21.wmf]0

d

>

 всегда найдется такое число опытов, что частота события Х, равная 
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, будет отличаться от вероятности этого события p больше, чем на 
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, с вероятностью меньшей, чем 
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, то есть:
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Применим формулу Чебышева  для случайной неотрицательной величины Х, имеющей математическое ожидание 
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 и дисперсию 
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Сопоставив формулы (1.1) и (1.2),  можно увидеть, что 
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Приведенная оценка является достаточно грубой, однако она демонстрирует тот факт, что точность метода Монте-Карло имеет порядок 
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. Например, для десятикратного увеличения точности, приходится увеличивать число опытов в сто раз. Это является существенным ограничением в использовании метода, однако развитие вычислительной техники и наличие большого количества задач, не требующих высокой точности, со временем ослабляют это ограничение. 

1.3 Вычисление определенных интегралов методом Монте-Карло

1.3.1 Простейший способ

Рассмотрим случай, когда интегрируемая функция 
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 ограничена на всем интервале интегрирования, то есть 
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 (см. рис. 3)
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Рис. 3. Пример интегрируемой функции

Тогда определенный интеграл от  
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 в диапазоне от a до b будет равен разности площадей фигур, ограниченных осью абсцисс и кривой и лежащих в верхней и нижней полуплоскостях:
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Пусть задан генератор случайных точек в прямоугольнике ACDE c равномерной двумерной плотностью вероятности:
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Сформируем с помощью этого генератора N случайных точек 
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 в прямоугольнике ACDE. Из геометрического рассмотрения видно, что если в фигуру FBG попало 
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 точек, то площадь ее может быть приближенно найдена из соотношения
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Аналогично получается формула
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Таким образом, искомый интеграл будет приблизительно равен
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Формула (1.3) может быть применена для любой ограниченной функции 
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 -  число точек, для которых выполняется соотношение:
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1.3.2. Вычисление с повышенной точностью

Пусть 
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 - случайная величина, равномерно распределенная в интервале 
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Тогда математическое ожидание функции 
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 будет равно:
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Пусть сформированы N случайных чисел 
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 с плотностью вероятности 
[image: image57.wmf](

)

p

a

. Тогда, математическое ожидание величины 
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 может быть приближенно оценено следующим образом:
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Сопоставив формулы (1.4) и (1.5), можно вывести формулу для оценки определенного интеграла 
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Оценка (1.6) является более точной, нежели оценка (1.3). Её достоинством также является то, что априорное знание о границах подынтегрируемой функции не является обязательным. 
2. Цель работы

Изучение метода Монте-Карло, определение точности вычисления определенных интегралов  методом Монте-Карло.

3. Порядок выполнения работы

1. Записать математически анализируемую функцию. Для этого необходимо из таблицы 1 в соответствии с вариантом выбрать  три функции: 
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 (в таблице записаны номера функций, сами функции приведены под таблицей), а также три весовых коэффициента: 
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. Результирующая функция определяется по следующей формуле (
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2. Вычислить аналитически определенный интеграл 
[image: image70.wmf]3
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3. Разработать программу, вычисляющую величину 
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 методом Монте-Карло при заданном числе экспериментов.

4. При помощи разработанной программы вычислить определенный интеграл 
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4. Варианты заданий

Таблица 1.  Варианты заданий к лабораторной работе №1

	№ варианта
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	6
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	7
	10
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	8
	5
	1
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	2,5
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	9
	10
	4
	-10
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	10
	7
	1
	-7
	3
	-21
	1

	11
	7
	2
	3,5
	4
	-3,5
	2

	12
	2
	2
	-2
	2
	-2
	1

	13
	5
	2
	5
	1
	-5
	2

	14
	9
	2
	-9
	3
	27
	3

	15
	5
	1
	2,5
	4
	-2,5
	2

	16
	4
	1
	-4
	2
	-2
	4

	17
	8
	4
	8
	1
	-8
	3

	18
	8
	4
	8
	1
	8
	1

	19
	5
	4
	5
	1
	-5
	2

	20
	9
	3
	-27
	2
	-27
	1

	21
	10
	3
	15
	4
	-15
	2

	22
	2
	4
	2
	1
	2
	1

	23
	8
	3
	12
	4
	6
	4

	24
	4
	2
	2
	4
	1
	4

	25
	1
	3
	1,5
	4
	-1,5
	2
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3. Содержание отчета

1. Цель работы.

2. График функции 
[image: image85.wmf](
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3. Аналитический расчет величины F.

4. Описание разработанной программы: список использованных переменных, блок-схема, текст программы.

5. Табличное представление результатов моделирования 
[image: image86.wmf]ˆ
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6. График по рассчитанной таблице. Ось абсцисс представить в логарифмическом масштабе по основанию 2. На графике отметить уровнем величину F.

7. Выводы.

4. Вопросы для самопроверки

1. Объясните два алгоритма оценки определенного интеграла методом Монте-Карло.  Назовите преимущества и недостатки каждого.

2. Вычислите математическое ожидание оценки площади методом Монте-Карло. 

3. Обоснуйте гипотезу о нормальном распределении вероятностей для оценки определенного интеграла по методу Монте-Карло.

4. Какие величины связываются неравенством Чебышева.

5. Сформулируйте теорему Бернулли.

6. Сформулируйте закон трёх сигма.

7. Как зависит погрешность оценки площади от числа экспериментов?

5. Список рекомендованной литературы

1. Вентцель Е. С. Теория вероятности. М.: Наука. 1969 г.

2. Соболь И. М. Метод Монте-Карло. М.: Наука. 1985 г.

3. Бусленко Н. П., Голенко Д. И., Соболь И. М., Срагович В. Г., Шрейдер Ю. А. Метод статистических испытаний (метод Монте-Карло). М.: Физматгиз. 1962 г.


Датчики случайных чисел. Построение гистограмм.

1. Необходимые теоретические сведения.

1.1 Введение

При имитационном моделировании  разработчику модели часто требуется формировать на ЭВМ последовательности случайных чисел, отображающие реальный случайный процесс. Одной из основных характеристик случайного процесса является его закон распределения вероятностей, и погрешность моделирования определяется прежде всего тем, насколько точно воспроизводится закон распределения вероятностей случайной величины. 

Таким образом, необходима методика построения датчиков случайных чисел с заданным законом распределения вероятностей а также методика оценки точности работы датчика. 

В последующем изложении закон и плотность распределения вероятностей считаются синонимами. При этом, слово «вероятностей» в отдельных случаях для сокращения текста может быть опущено. 

1.2 Формирование датчиков случайных чисел с заданным законом распределения вероятностей

Практически все языки программирования обладают встроенным генератором равномерно распределенных чисел. Будем называть его базовым датчиком. Существует ряд способов, позволяющих на основе базового датчика получить последовательность чисел с заданным законом распределения. Основной способ, называемый методом обратного преобразования, базируется на следующей теореме.

Теорема. Пусть случайная величина a имеет плотность распределения вероятностей [image: image87.wmf]()
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fx

. Тогда случайная величина [image: image88.wmf](
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 имеет равномерный закон распределения на интервале [image: image89.wmf](
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Из теоремы следует, что для формирования последовательности чисел [image: image90.wmf]i

a

, имеющих закон распределения [image: image91.wmf]()
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, необходимо разрешить относительно [image: image92.wmf]i
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 уравнение 
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где [image: image94.wmf]i

R

 - число, сформированное базовым датчиком случайных чисел, имеющим равномерный закон распределения на интервале [0,1].  Недостатком метода обратного преобразования является невозможность его применения в случаях, когда для заданного закона распределения интеграл в (1) не вычисляется в замкнутом виде (например, для нормального закона). Тогда необходимо использовать специальные методы.


Ниже рассмотрены несколько датчиков для конкретных , популярных на практике распределений вероятностей.

1). Датчик чисел с равномерным законом распределения на заданном интервале.

Пусть необходимо создать датчик случайных чисел [image: image95.wmf]i

a

, имеющих закон распределения:
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В данном случае уравнение (1) может быть записано следующим образом:
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Преобразуем левую часть уравнения по формуле Ньютона-Лейбница:
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Тогда:
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2).  Датчик чисел с экспоненциальным законом распределения.

Датчик чисел с экспоненциальным законом распределения широко используется при моделировании систем массового обслуживания. В частности, в пуассоновском потоке заявок интервалы времени между соседними заявками распределены по экспоненциальному закону. Плотность вероятности записывается следующим образом:
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Пользуясь методом обратного преобразования, можно вывести следующее соотношение: 
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3).  Датчик чисел с нормальным законом распределения.

Нормальный закон распределения встречается повсеместно и описывает большое количество процессов в природе: начиная от шумов в радиотехнических системах до размера плодов в сельском хозяйстве. Он описывается следующей формулой:
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Применение метода обратного преобразования невозможно в силу того, что интеграл от данной функции не выражается конечной формулой. Один из наиболее распространенных способов построения датчика нормально распределенных чисел заключается в следующем: формируются две независимые случайные величины [image: image103.wmf]i

R

 и [image: image104.wmf]1
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. Тогда, по формулам 4, известным как преобразование Бокса-Мюллера, можно сформировать две независимые случайных величины, распределенных по нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией.
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4).  Датчик чисел с эрланговским законом распределения.

Случайная величина, распределенная по закону Эрланга порядка k и параметром [image: image106.wmf]l

, является суммой k независимых случайных величин, имеющих экспоненциальное распределение с параметром [image: image107.wmf]l

. Таким образом,
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Поэтому последовательность чисел с эрланговским законом распределения можно получить путем суммирования заданного числа последовательностей с экспоненциальным законом распределения, созданных, например, по формуле  (2.3).

1.3 Оценивание закона распределения случайной величины

Как было отмечено в подразделе  1.1, для качественного моделирования закон распределения вероятностей на выходе датчика случайных чисел должен  максимально совпадать с законом распределения для реального процесса. Для оценки закона распределения вероятностей используется  экспериментальная гистограмма. 

Построение экспериментальной гистограммы сводится к следующим действиям:

1. Определение граничных значений интервала оценивания [image: image109.wmf]min

x

 и [image: image110.wmf]max
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.

2. Разбиение интервала [image: image111.wmf](
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 на подинтервалы [image: image112.wmf]n
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. Количество и длительности подинтервалов выбираются, исходя из требуемой точности.

3. Создание выборки независимых значений случайной величины.

4. Формирование вектора [image: image113.wmf][
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. Компоненты вектора вычисляются по формуле 
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, где [image: image115.wmf]i
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 - число элементов выборки, попавших в подинтервал [image: image116.wmf]i
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, N – объем выборки.

Гистограммой называется визуальная интерпретация вектора Y. Гистограмма имеет ступенчатый вид. При этом высота «ступеньки» над интервалом 
[image: image117.wmf]i
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 равна 
[image: image118.wmf]i
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Пример 1 .

Дана выборка, объем которой равен десяти: 0, 7, 4, 9, 5, 4, 8, 5, 2, 7. Минимальный элемент выборки равен 0, максимальный – 9. Разобьем интервал 
[image: image119.wmf][0,9]

 на три интервала: 
[image: image120.wmf][0,3)

, 
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 и 
[image: image122.wmf][6,9]

. Длины всех трех интервалов одинаковы и равны 
[image: image123.wmf]123
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. Тогда в первый интервал попадут два элемента (0 и 2), во второй – четыре (4, 4, 5 и 5), в третий – четыре (7, 9, 8, и 7). Вектор Y при этом будет иметь следующий вид:  
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. Гистограмма данной выборки приведена на рис. 4.


[image: image125.png]



Рис. 4. Гистограмма выборки из примера 1.

Теоретическая гистограмма строится следующим образом:  высота ступеньки над подинтервалом  [image: image126.wmf]i

D

  равна интегралу от плотности распределения вероятностей по этому подинтервалу.


При построении гистограммы важным является правильный выбор объема выборки N, граничных значений [image: image127.wmf]min

x

 и [image: image128.wmf]max

x

, а также конфигурации подинтервалов. Например, с увеличением N точность результатов моделирования возрастает, но возрастают и затраты на проведение моделирования. Для правильного выбора этих параметров гистограммы разработчику придется решать непростые задачи из области математической статистики, поэтому на практике, как правило, пользуются эмпирическими, инженерными правилами.

Одно из них гласит о том, что если данное событие происходит в процессе моделирования не менее 100 раз, то с вероятностью, близкой к единице, экспериментальная оценка вероятности этого события будет иметь относительную погрешность, меньшую 10%. Это утверждение может быть строго обосновано только для некоторых частных случаев. В то же время, не известны примеры из практики, опровергающие его. Таким образом, для обеспечения приемлемой точности оценивания необходимо увеличивать объем выборки до тех пор, пока не выполнится следующее условие: 
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Граничные значения анализируемого интервала [image: image130.wmf]min
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 и [image: image131.wmf]max
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 должны выбираться так, чтобы вероятность попадания случайной величины за границы данного интервала 
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 была меньше некой заранее заданной величины. На практике, [image: image133.wmf]min
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, как правило, выбираются таким образом, чтобы  
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В задачах, не требующих высокой точности, длительности интервалов 
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С учетом всего вышесказанного обобщенный алгоритм построения гистограммы можно представить следующим образом.

1. Массив выборки – пустой: 
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3. Формирование случайного числа 
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 и добавление его к выборке: 
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[image: image149.wmf]a

.

5. 
[image: image150.wmf]10

1

i

i

внеинтервала

NN

P

N

=

-

=

å

.

6. Если 
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, то левой границей анализируемого интервала назначается минимальный элемент выборки А (
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7. Выполняется условие 
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8. Формирование вектора Y.

9. Построение гистограммы по вектору Y.

2. Цель работы

Изучение алгоритмов получения на ЭВМ чисел с заданным законом распределения  и построения гистограмм.
3. Порядок выполнения работы

1. Выбрать из таблицы 3 в соответствии с вариантом закон распределения вероятностей.

2. Вывести соотношение, позволяющее из чисел, сформированных базовым датчиком, получить числа с заданным законом распределения.

3. Написать программу, реализующую датчик случайных чисел с заданным законом распределения. Входными параметрами программы являются характеристики закона распределения и требуемое количество чисел.

4. Написать программу построения гистограммы выборки, сформированной созданным датчиком с учетом параметров, заданных в таблице 2. Программа должна автоматически выбирать конфигурацию подинтервалов и объем выборки. Также должна быть предусмотрена возможность на каждом цикле программы вычислять оценки математического ожидания и дисперсии по текущей выборке.

5. При помощи программы построения гистограмм заполнить таблицу 1. Зафиксировать 
[image: image157.wmf]min
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Таблица 2 – Распределение элементов выборки по квантам гистограммы

	Номер интервала
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Число элементов, попавших  в данный интервал
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


6. На основании таблицы 2 построить гистограмму распределения сформированной выборки.

7. Построить график зависимости оценок математического ожидания и дисперсии от объема выборки.

4. Варианты заданий

Таблица 3 – Варианты заданий к лабораторной работе №2

	Номер варианта
	Закон распределения
	Параметры закона

	1
	Равномерный
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	2
	Нормальный
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	3
	экспоненциальный
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	4
	Эрланговский
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5. Содержание отчета

1.   Цель работы.

2. Формула и график моделируемого закона распределения.

3. Описание разработанных программ: список использованных переменных, список использованных функций, блок-схема, листинг.

4. Табличное представление результатов анализа сформированной выборки (данные таблицы 2).

5. Гистограмма сформированной выборки.

6. Графики зависимости оценок математического ожидания и дисперсии от объема выборки. На графиках уровнем отметить теоретические значения эти величин.

7. Выводы.

6. Вопросы для самопроверки

1. Чем отличается плотность распределения вероятности от интегральной функции распределения вероятности?  Приведите пример.

2. Как по плотности распределения вероятностей вычислить вероятность попадания  случайного значения в заданный интервал?

3. Как по интегральной функции распределения вероятности вычислить вероятность попадания  случайного значения в заданный интервал?

4. В чем заключается метод обратного преобразования?

5. Для каких распределений вероятности можно использовать другие методы построения датчиков?

6. Как строится экспериментальная гистограмма?

7. Как выбираются границы области построения гистограммы?

8. Как определить необходимый объем выборки для построения гистограммы?

7. Список рекомендованной литературы

7. Вентцель Е. С. Теория вероятности. М.: Наука. 1969 г.

8. Строгалев В. П., Толкачева И. О., Имитационное моделирование. М.: Издательство МГТУ им. Баумана, 2008 г.

9. Шепета А.П., Орлов А. П., Косенков А. М., Исследование на ЦВМ датчиков случайных чисел. СПб.: СПбГУАП, 1997 г.

10. Бусленко Н. П., Голенко Д. И., Соболь И. М., Срагович В. Г., Шрейдер Ю. А. Метод статистических испытаний (метод Монте-Карло). М.: Физматгиз. 1962 г.
Лабораторная работа № 3. 

Моделирование входного потока запросов

1. Необходимые теоретические сведения

1.1 Введение 

Имитационное моделирование является эффективным, а часто и единственным инструментом исследования систем массового обслуживания  (СМО).  

Модель СМО, как правило, декомпозируется на три составляющие:

- входной поток заявок,

- буфер (очередь),

- обслуживающее устройство (ОУ).

Для точного моделирования СМО необходимо наряду с параметрами буфера и ОУ также знать статистические характеристики входного потока заявок. 

1.2 Модели входного потока заявок

Для описания входного потока запросов часто  бывает достаточно задать последовательность моментов поступления запросов на вход СМО. В зависимости от классификации этой последовательности потоки делятся на стохастические и детерминированные, на однородные и неоднородные. Стохастические потоки делятся в свою очередь на стационарные и нестационарные. Остановимся подробней на каждом из этих видов.

Детерминированные потоки заявок.
Такие потоки могут задаваться либо в виде расписания (таблицы моментов поступления заявок), либо указанием алгоритма, позволяющего вычислить моменты поступления заявок без использования случайных чисел и случайного выбора. Примером СМО с детерминированным потоком заявок является аэропорт. Обслуживающим устройством является взлётно-посадочная полоса, а входной поток запросов задается расписанием отправления самолетов, использующих эту полосу. 

Стохастические стационарные потоки заявок.

В стохастическом (случайном) потоке моменты поступления запросов случайны, и в общем случае их описание требует большого количества информации. Поэтому здесь рассматриваются лишь наиболее простые модели потоков. Будем полагать, что длительности временных интервалов между моментами поступления соседних запросов являются случайными величинами 
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, которые попарно статистически независимы и все имеют одну и ту же плотность распределения вероятностей 
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 (такой поток называется рекуррентным потоком или потоком Пальма). Интенсивностью потока называется величина  
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 – математическое ожидание случайной величины u. Интенсивность потока 
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 равна среднему числу запросов на промежутке времени, выбранном за единицу (1сек., 1мин., 1час и т.д.). Важной характеристикой рекуррентного потока, характеризующей уровень его случайности, является коэффициент вариации, равный отношению  среднеквадратического значения к среднему значению случайной величины u, то есть 
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. Для большинства реальных потоков значение 
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 лежит в пределах от  0  до  1,  причем,  
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  для детерминированных потоков.

Важнейшим частным случаем рекуррентного потока является так называемый пуассоновский поток, для которого плотность распределения вероятностей  
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 задается формулой экспоненциального распределения:
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где 
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 – интенсивность пуассоновского потока.  Для пуассоновского потока  
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,  т.е. по уровню случайности пуассоновский поток можно считать антиподом к детерминированному потоку. Пуассоновский поток достаточно хорошо аппроксимирует большинство потоков, встречающихся в социальных и технических систем (например, интервалы времени между приходящими к врачу пациентами или встающими в очередь покупателями в магазине) 

В ряде практических приложений входной поток заявок является эрланговским. Эрланговские потоки по уровню случайности являются промежуточными между детерминированными и пуассоновскими. Эрланговский поток порядка k получается из пуассоновского потока, в котором оставляется лишь каждый k-ая заявка, а остальные выбрасываются. Такая операция называется прореживанием потока. Примером подобного потока является поток проходящих через турникет метрополитена людей. Исходный поток людей, входящих в вестибюль метро, является пуассоновским и делится примерно поровну между всеми N турникетами. 

Функция 
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 для эрланговского потока порядка 
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  в общем виде вычисляется довольно сложно, но коэффициент вариации найти несложно. Можно показать, что для эрланговского потока 
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, т.е. с увеличением  k  
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  убывает к нулю. 

Стохастические нестационарные потоки заявок.

В реальных системах интенсивность потока запросов редко бывает строго постоянной. Например, интенсивность  потока покупателей в течение суток может изменяться в несколько раз. Это явление отражено в понятиях «часы максимальной нагрузки» и «часы минимальной нагрузки». В большинстве случаев можно считать, что нестационарность потока обусловлена только тем, что его интенсивность изменяется во времени. 

Однородные и неоднородные потоки заявок.

Различие между однородными и неоднородными потоками заключается в том, что в однородных потоках все заявки имеют равный приоритет на обслуживание в ОУ, в то время как в неоднородном потоке приоритеты могут различаться. Например, во многих социальных организациях висят объявления о том, что граждане, принадлежащие к льготным категориям, обслуживаются вне очереди. 

Распространенной причиной неоднородности потока заявок является то, что в заявках содержится информация, которая учитывается при обслуживании запроса в буфере и в ОУ,  и от которой, следовательно, зависят характеристики этого обслуживания. Так, например, в системах сбора данных, где заявками являются приходящие сообщения, такой информацией является время создания сообщения, и чем более актуально сообщение, тем скорее оно должно быть обработано. 

1.3 Моделирование входного потока заявок

Современные вычислительные средства обладают высокой производительностью. Умение пользоваться их ресурсами позволяет нивелировать недостатки имитационного моделирования по сравнению с классическими методами анализа. За одну секунду реального времени можно промоделировать работу системы в течение нескольких часов. В настоящее время при имитационном моделировании СМО, как правило, применяется подход, называемый «моделирование по событиям». Кратко опишем ключевые особенности такого подхода.


Состояние системы описывается набором из нескольких переменных (например, количество заявок в очереди, занятость ОУ и т. д.). Также вводится переменная, хранящая системное время. Характерной чертой СМО является то, что состояние системы остается постоянным в интервале между двумя соседними произошедшими событиями. Моменты времени, в которые происходит смена состояния системы, называются особыми. Таким образом, можно имитировать систему только в особые моменты времени.  При этом, системное время будет изменяться скачкообразно – от момента  к моменту.


Воспользуемся описанным  подходом для построения имитационной модели, с помощью которой необходимо оценить интенсивность входного потока. Введем следующие переменные: 

· N – количество поступивших заявок;

· 
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 - текущее системное время.

При анализе только входного потока заявок имеется три вида особых моментов: начало времени моделирования  (
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),  момент прихода заявки и момент окончания моделирования. Моделирование должно осуществляться до тех пор, пока не поступит заданное число заявок N. Предположим, для этого потребовалось T единиц системного времени. Тогда оценку интенсивности можно вычислить по формуле:
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Для оценки коэффициента вариации помимо математического ожидания 
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 необходимо знать также среднеквадратическое отклонение 
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. Для оценки 
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 можно воспользоваться формулой для нахождения выборочной дисперсии:
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где 
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 - значение i-го интервала между заявками. Тогда 
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Величина N выбирается, исходя из требуемой точности оценивания. Как было сказано выше, для интервалов между заявками максимальное значение коэффициента вариации равно единице и среднеквадратическое отклонение не может быть больше математического ожидания: 
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 (в противном случае, существует ненулевая вероятность того, что интервал между заявками будет отрицательным, что физически невозможно). Тогда при оценке математического ожидания длительности интервала по одному измерению  
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.  При оценке по выборке объема  N среднеквадратическая ошибка не больше, чем 
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 (см. лабораторную работу №1). Тогда относительная среднеквадратическая ошибка оценки средней длительности интервала между заявками не больше 
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.  На основании этих рассуждений можно предложить инженерное правило, позволяющее выбрать объем выборки, достаточный для обеспечения ошибки оценивания не более 1%. Начальное значение объема выборки выбирается равным 10000. Производится оценка интенсивности и коэффициента вариации. Затем объем выборки удваивается и снова проводится оценка. Если оценка изменились не более чем на 1%, то считается, что требуемая точность достигнута. Если нет, то объем выборки снова удваивается и т. д. Стоит отметить, что данный способ можно использовать только когда оцениваемые параметры заведомо отличны от нуля.

С учетом всего вышесказанного, представим алгоритм моделирования.

1. Начальные условия 
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3. Формировать случайное число 
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, распределенное по заданному закону 
[image: image222.wmf](

)

u

fx

.

4. 
[image: image223.wmf]cck

ttu

=+

  .

5. Если 
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, то переход в пункт 2.
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2. Цель работы

Исследование основных характеристик входных потоков заявок, а также базовых принципов моделирования СМО по событиям.

3. Порядок выполнения работы

1.  Выбрать из таблицы 4 в соответствии с вариантом закон распределения интервалов между двумя соседними заявками.

2.     Рассчитать теоретическое значение интенсивности 
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 и  вариации 
[image: image239.wmf]u

v

.

3. Написать программу, реализующую методику оценки интенсивности потока, описанную в п. 1.3 .

4. При помощи программы произвести оценку интенсивности и коэффициента вариации заданного потока;

5. Построить график зависимости оценок 
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 от величины N.

4. Варианты заданий

Таблица 4 – Варианты заданий к лабораторной работе  №2

	Номер варианта
	Порядок эрланговского потока
	Параметр  
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	1
	1
	1

	2
	2
	2

	3
	3
	3

	4
	4
	4

	5
	1
	5

	6
	2
	6

	7
	3
	7

	8
	4
	8

	9
	1
	9

	10
	2
	10

	11
	3
	11

	12
	4
	12

	13
	1
	13

	14
	2
	14

	15
	3
	15

	16
	4
	16

	17
	1
	17

	18
	2
	18

	19
	3
	19

	20
	4
	20

	21
	1
	21

	22
	2
	22

	23
	3
	23

	24
	4
	24

	25
	5
	25


5. Содержание отчета

1.  Цель работы.

2. Формула и график закона распределения интервалов.

3. Описание разработанной программы: список использованных переменных, список использованных функций, блок-схема, листинг.

4. Графики зависимости оценок интенсивности и коэффициента вариации от M. На графиках уровнем отметить теоретические значения эти величин;

5. Выводы.

6. Вопросы для самопроверки

1. В чем отличие детерминированных потоков от стохастических? Приведите примеры.

2. Приведите характеристики потоков событий.

3. Что такое стационарные и нестационарные стохастические потоки? Приведите примеры.

4. Что такое рекуррентные и нерекуррентные потоки?

5. В чем заключается свойство рекуррентности потока?

6. Как экспериментально вычисляется оценка интенсивности потока?

7. Как экспериментально проверить отсутствие последействия в потоке?

8. Как проверяется гипотеза о нестационарности потока?

7. Список рекомендованной литературы

1.  Вентцель Е. С. Теория вероятности. М.: Наука. 1969 г.

2. Строгалев В. П., Толкачева И. О., Имитационное моделирование. М.: Издательство МГТУ им. Баумана, 2008 г.

3. Плакс Б. И. Имитационное моделирование систем массового обслуживания. СПб.: Издательство СПбГААП, 1995.


Моделирование  элементарной  СМО  с бесконечным буфером

1. Необходимые теоретические сведения

1.1 Введение 

К системам массового обслуживания  (СМО) можно отнести любую систему, способную выполнять некоторые запросы, поступающие извне. Примером может служить обслуживание покупателей продавцом, прохождение посетителей метрополитена через турникет, обработка центральным процессором запросов пользователя компьютера и т. д. Таким образом, источником запросов (ИЗ) может быть и явление природы, и технический объект. Часть системы, непосредственно выполняющую запрос, принято называть обслуживающим устройством (ОУ). 

Одной из характерных черт СМО является то, что запросы, которые не могут быть обслужены немедленно (из-за занятости ОУ), могут быть помещены в очередь на обслуживание. По этой причине СМО часто называют системами с очередями. Место, отводимое для очереди запросов, в теории СМО называют буфером.  Типичный пример буфера – приемная перед кабинетом   начальника.

В простейшем случае СМО состоит только из одного ОУ. Но в этой системе отсутствуют очереди запросов и для приложений она не очень интересна. Поэтому в качестве элементарной СМО  (ЭСМО) будем рассматривать СМО, содержащую одно ОУ и один буфер. 

Основные модели входного потока заявок были рассмотрены в предыдущей лабораторной работе. Остановимся подробней на моделях буфера и обслуживающего устройства.

1.2 Модель буфера

Буфер, как правило, характеризуется объемом, определяющим максимальное количество запросов, которые могут помещаться в очередь, а также правилом обслуживания очереди. Это правило позволяет указать, какой запрос из очереди  поступает для обслуживания на освободившееся ОУ. 

По объему буферы делятся на конечные и бесконечные. Частным случаем конечного буфера является буфер объема 0, что в действительности соответствует отсутствию буфера.

При поступлении запроса на вход заполненного буфера возможны 2 варианта действий: либо поступивший запрос получит отказ в обслуживании и не будет впущен в СМО, либо из буфера будет удален другой запрос, а на его место будет помещен поступивший. Во втором случае должен быть сформулирован алгоритм, позволяющий однозначно определять удаляемый запрос. Возможны случаи, когда запрос удаляется из буфера без каких-либо внешних факторов просто потому, что он потерял актуальность. Например, очередь в железнодорожную кассу может значительно уменьшиться после отхода очередного поезда. В подобных случаях бывает целесообразно для таких «нетерпеливых»  запросов устанавливать повышенный приоритет, чтобы ускорить их обслуживание.

Порядок обслуживания запросов, находящихся в буфере, может значительно влиять на характеристики работы СМО. Как правило, используется одно из следующих правил.

1). Информация о запросах  игнорируется, а выбор следующего обрабатываемого запроса осуществляется на основе равновероятного распределения.

2). Руководящей информацией является время поступления запроса. Тогда выбирается либо запрос, поступивший ранее остальных (правило FIFO: first in – first out, первым пришел - первым вышел), либо запрос, поступивший последним (правило LIFO: last in – first out, последним пришел - первым вышел). 

3). Выбор осуществляется, исходя из приоритета запросов. В ОУ поступает запрос с наибольшим приоритетом.

4). Если для каждого запроса известно время его выполнения, то можно выбирать либо запрос с минимальным, либо запрос с максимальным временем выполнения.

5).  Если для каждого запроса известно предельное время его жизни в СМО (время, после которого его выполнение уже не актуально), то можно выбирать запрос, которому жить осталось меньше, чем другим. 

Каждое из сформулированных правил выбора запроса из буфера может в зависимости от ситуации оказаться оптимальным с точки зрения повышения производительности СМО или улучшения других ее характеристик.  

1.3 Модель обслуживающего устройства

Чтобы описать модель ОУ, необходимо для поступающих запросов задать трудоемкости их выполнения. Если производительность ОУ одинакова для всех запросов, то задание трудоемкости выполнения запроса эквивалентно заданию времени выполнения запроса. В ряде случаев время выполнения запроса может быть вычислено или оценено на основе информации, содержащейся в самом запросе.  

Времена выполнения (обслуживания) запросов могут быть либо одинаковыми (в простейшем случае), либо разными, но фиксированными,  либо случайными. В последнем случае для их задания могут применяться распределения вероятностей. Пусть 
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 - случайные времена обслуживания запросов, которые попарно статистически независимы и все имеют одну и ту же плотность распределения вероятностей 
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. Интенсивностью обслуживания называется величина 
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 - математическое ожидание случайной величины s. Интенсивность обслуживания 
[image: image247.wmf]m

 равна среднему числу обслуживаемых запросов на промежутке времени, выбранном за единицу (1сек., 1мин., 1час и т.д.). Для характеристики случайного обслуживания также важную роль играет коэффициент вариации 
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,  равный отношению  среднеквадратического значения к среднему значению случайной величины  s.

Если поток запросов неоднороден, и складывается из однородных потоков с разными приоритетами, то для каждого однородного подпотока может быть задано свое распределение вероятностей времени обслуживания. При наличии разноприоритетных запросов необходимо указать правило,  которым руководствуется ОУ, когда во время обслуживания  низкоприоритетного запроса, поступает высокоприоритетный запрос. Возможны следующие варианты: 

· обслуживание низкоприоритетного запроса прекращается; в этом случае говорят о том, что приоритеты абсолютны;

·  обслуживание низкоприоритетного запроса не прекращается; в этом случае говорят о том, что приоритеты относительны.

В случае прерывания обслуживания необходимо оговорить, возвращать ли недообслуженный запрос в буфер для дальнейшего дообслуживания или отказывать ему в обслуживании и удалить из СМО.

1.4 Основные характеристики ЭСМО

Для оценки эффективности работы СМО используется ряд характеристик. При этом интересы владельца СМО и  ее пользователя могут не совпадать. В частности, для владельца важны такие характеристики как производительность системы и ее стоимость, в то время как для пользователя представляют интерес оперативность системы  и вероятность отказа в обслуживании. 

Производительность системы Q равна среднему числу запросов, обслуживаемых системой в единицу времени. Производительность СМО не может быть больше интенсивности входного потока запросов 
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, так как не может быть обслужено больше запросов, чем их поступило в СМО. Кроме того, производительность СМО не превосходит интенсивности обслуживания 
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, так как в предельном случае, когда сервер работает без простоев, его производительность 
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 как раз и определяет производительность СМО. Таким образом, верна оценка
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SEQ MTEqn \h \* MERGEFORMAT  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.1)

С точки зрения эксплуатации системы важной характеристикой является  коэффициент загрузки системы
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SEQ MTEqn \h \* MERGEFORMAT  MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.2)

который показывает, насколько эффективно используется система, т.е. какую долю времени система действительно обрабатывает запросы, а не простаивает.  


Для системы с бесконечным буфером  все заявки поступают в буфер и в конечном итоге обслуживаются, поэтому вероятность отказа в обслуживании для такой системы равна нулю.
Оперативность СМО (т. е.  время ее реакции на запрос) обычно характеризуют средним значением времени пребывания запроса в системе. Это время T складывается в общем случае из времени ожидания запроса в буфере и времени обработки запроса в сервере. Среднее время пребывания запроса в системе связано со средним числом запросов в системе 
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 простой формулой,  известной как теорема Литтла: 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.3)

Если входной поток запросов является пуассоновским, то для вычисления T  можно воспользоваться формулой Поллачека–Хинчина:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.4)

Стоимость ЭСМО в простейшем случае представляется в виде суммы стоимостей буфера и сервера, причем, стоимость буфера считается линейной функцией от объема буфера N, а стоимость сервера считается линейной функцией от его производительности 
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. Тогда формула для стоимости СМО имеет вид:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.5)

где 
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 - некоторые коэффициенты. Отметим, что на практике зависимость 
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 от аргументов может быть  более сложной, но в любом случае она должна оставаться монотонно не убывающей от величин 
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  и  N.

1.5   Рекомендации по моделированию СМО

     Для увеличения скорости моделирования СМО целесообразно использовать, подход, называющийся «моделированием по событиям». Основные принципы этого подхода были изложены во вводной части к третьей лабораторной работе. Итак, в ЭСМО присутствуют следующие особые события: поступление заявки в СМО, прием заявки на обслуживание, окончание обслуживания заявки.

Тогда состояние СМО будет описываться следующим набором переменных: 

1. 
[image: image263.wmf]с

t

 - системное время.

2. zan – переменная, равная единице, если ОУ занят, и нулю, если ОУ свободен.

3. 
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 - следующий момент поступления заявки.

4. 
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 - следующий момент освобождения ОУ.

5. n – количество заявок, поступивших к данному моменту в СМО.

6. k – количество заявок, обслуженных к данному моменту  в ОУ.

7. m – количество заявок в буфере. 

Программа должна заданное число раз выполнить следующий перечень действий: определение момента следующего особого события, имитация события, корректировка результатов. Обобщенный алгоритм исследования различных параметров СМО представлен на рис. 5.

Существует ряд подходов к выбору условия окончания моделирования. Один из них заключается в построении гистограмм распределения входного потока заявок и времени обслуживания. Как только для гистограмм этих распределений  выполнятся условия, приведенные в лабораторной работе №2, моделирование можно считать выполненным.


Для оценки правильности составленной модели необходимо провести тестовое испытание при пуассоновском входном потоке. Полученный результат 
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 можно проверить при помощи формулы Поллачека-Хинчина. 
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Рис. 5. Алгоритм исследования характеристик ЭСМО

2. Цель работы

Нахождение экспериментальной зависимости 
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 для элементарной системы массового обслуживания с бесконечным буфером.

3. Порядок выполнения работы

1. Выбрать вариант задания  из таблицы  6.

2. В соответствии с вариантом составить и отладить моделирующую программу.

3. Провести моделирование для тестового примера. Отладить программу на тестовом примере. Подобрать объем моделирования  N  так, чтобы относительная погрешность экспериментальных данных для тестового примера  не превосходила 10%;

4. Провести моделирование для получения требуемой экспериментальной  зависимости при 
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. Полученные данные внести в таблицу 5.

Таблица 5 – Зависимость среднего времени пребывания запроса от интенсивности входного потока
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4. Варианты заданий

Таблица 6 – Варианты заданий к лабораторной работе №4

	№  варианта
	Закон распределения входного потока заявок 
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	Закон распределения времени обслуживания заявок 
[image: image282.wmf](

)

обслуж

fy


	
[image: image283.wmf]0

m



	1
	Равномерный
	Эрланговский 2 порядка
	1

	2
	Равномерный
	Эрланговский 3 порядка
	2

	3
	Равномерный
	Эрланговский 4 порядка
	3

	4
	Равномерный
	Эрланговский 5 порядка
	4

	5
	Равномерный
	Эрланговский 6 порядка
	5

	6
	Эрланговский 2 порядка
	равномерный
	1

	7
	Эрланговский 3 порядка
	равномерный
	2

	8
	Эрланговский 4 порядка
	равномерный
	3

	9
	Эрланговский 5 порядка
	равномерный
	4

	10
	Эрланговский 6 порядка
	равномерный
	5

	11
	Равномерный
	Экспоненциальный
	1

	12
	Равномерный
	Экспоненциальный
	2

	13
	Равномерный
	Экспоненциальный
	3

	14
	Равномерный
	Экспоненциальный
	4

	15
	Равномерный
	Экспоненциальный
	5

	16
	Экспоненциальный
	равномерный
	1

	17
	Экспоненциальный
	Равномерный
	2

	18
	Экспоненциальный
	Равномерный
	3

	19
	Экспоненциальный
	Равномерный
	4

	20
	Экспоненциальный
	Равномерный
	5

	21
	Эрланговский 2 порядка
	Экспоненциальный
	1

	22
	Эрланговский 3 порядка
	Экспоненциальный
	2

	23
	Эрланговский 4 порядка
	Экспоненциальный
	3

	24
	Эрланговский 5 порядка
	Экспоненциальный
	4

	25
	Эрланговский 6 порядка
	Экспоненциальный
	5



Для равномерного закона распределения вероятностей   границы интервала значений случайной величины  выбрать так, чтобы дисперсия равнялась номеру варианта.

5. Содержание отчета 

1.  Цель работы.

2. Формулы и графики законов распределения вероятностей для интервалов между заявками и     времени обслуживания заявок.

5. Описание разработанной программы: список использованных переменных, список использованных функций, блок-схема, листинг.

6. Теоретический и экспериментальный графики зависимости среднего времени пребывания заявки в системе от интенсивности входного потока для тестового примера.

7. Данные таблицы 5 и построенный по ним график.

8. Выводы.

6. Вопросы для самопроверки

1.  Назовите основные элементы СМО и их характеристики.

2.  Как оценивается КПД  для системы массового обслуживания? 

3.  Как связаны средняя длина очереди и среднее время пребывания заявки в очереди?

4. Как связаны средняя длина очереди и среднее число заявок в СМО?

5. Как связаны среднее время пребывания заявок в СМО и среднее число заявок в СМО?

6. Приведите формулу для среднего времени пребывания заявки в системе, когда входной поток заявок – пуассоновский  а поток обслуживания – рекуррентный.

7. Список рекомендованной литературы

1. Вентцель Е. С. Теория вероятности. М.: Наука. 1969 г.

2. Строгалев В. П., Толкачева И. О., Имитационное моделирование. М.: Издательство МГТУ им. Баумана, 2008 г.

3. Плакс Б. И. Имитационное моделирование систем массового обслуживания. СПб.: Издательство СПбГААП, 1995.


Моделирование элементарной СМО с конечным буфером

1. Необходимые теоретические сведения

Для  СМО  с конечным буфером  размер буфера  N  влияет на все основные характеристики функционирования  СМО. В такой системе  средняя задержка всегда ограничена, т.к. средняя длина очереди запросов ограничена сверху величиной  N .  С другой стороны,  когда буфер заполнен, поступление очередного запроса на вход СМО приводит к потере либо этого запроса, либо какого-то запроса из буфера.  Поэтому даже при  
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  производительность системы  Q < 
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 .  Справедливо выражение
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где   Pотк   -  вероятность потери запроса из-за переполнения буфера. Величина  Pотк  максимальна при  N = 0  и стремится к нулю при неограниченном увеличении  N .  Рассчитать эту зависимость в общем случае довольно сложно.  В частном случае  для  ЭСМО  с пуассоновским входным потоком и экспоненциально распределенным  временем обслуживания зависимость имеет вид



[image: image288.wmf](

)

1

1

1

N

отк

N

P

rr

r

+

-

=

-

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5.2)

Очевидно, что и  в общем случае вероятность отказа уменьшается к нулю  при  увеличении объема буфера.

Среднее время отклика системы на запрос  с увеличением объема буфера возрастает. Это объясняется тем, что сокращение объема буфера приводит к укорочению средней длины очереди запросов за счет того, что увеличивается доля запросов, получающих отказ в обслуживании.  В общем случае зависимость  Lсист  от  N  является сложной.  


Приведенные зависимости основных характеристик  ЭСМО  от  N   обычно используются для отладки логики моделирующей программы.

2. Рекомендации по моделированию СМО

Алгоритм, моделирования работы  СМО  с буфером объема  N ,  отличается от алгоритма на рис. 5  лишь небольшой модификацией.  Перед увеличением значения  m  (числа заявок в буфере)  необходимо сравнить его с  N  и при  m=N   пропустить операции увеличения  m  и формирования случайного числа  tз . Это будет соответствовать отказу в обслуживании поступившей заявке, когда буфер заполнен. 
3. Цель работы

Нахождение экспериментальных зависимостей 
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 для элементарной системы массового обслуживания с буфером объема  N.

4.     Порядок выполнения работы

1.  Выбрать вариант задания  из таблицы  8.

2.  В соответствии с вариантом составить и отладить моделирующую программу.

3. Провести моделирование для тестового примера. Отладить программу на тестовом примере. Подобрать объем моделирования  M  так, чтобы относительная погрешность экспериментальных данных для тестового примера  не превосходила 10%.

4. Провести моделирование для получения требуемых экспериментальных  зависимостей при  
[image: image291.wmf]000

0.1,0.2,,1

lmmm

=

K

.  Полученные данные занести в таблицу 7.

Таблица 7 – Зависимость среднего времени пребывания запроса в системе и производительности системы от интенсивности входного потока
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5.      Варианты заданий

Таблица 8 – Варианты заданий к лабораторной работе №5

	№  варианта
	Закон распределения входного потока заявок 
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	Закон распределения времени обслуживания заявок 
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	1
	равномерный
	Эрланговский 2 порядка
	1

	2
	равномерный
	Эрланговский 3 порядка
	2

	3
	равномерный
	Эрланговский 4 порядка
	3

	4
	равномерный
	Эрланговский 5 порядка
	4

	5
	равномерный
	Эрланговский 6 порядка
	5

	6
	Эрланговский 2 порядка
	Равномерный
	1

	7
	Эрланговский 3 порядка
	Равномерный
	2

	8
	Эрланговский 4 порядка
	Равномерный
	3

	9
	Эрланговский 5 порядка
	Равномерный
	4

	10
	Эрланговский 6 порядка
	Равномерный
	5

	11
	равномерный
	Экспоненциальный
	1

	12
	равномерный
	Экспоненциальный
	2

	13
	равномерный
	Экспоненциальный
	3

	14
	равномерный
	Экспоненциальный
	4

	15
	равномерный
	Экспоненциальный
	5

	16
	Экспоненциальный
	Равномерный
	1

	17
	Экспоненциальный
	Равномерный
	2

	18
	Экспоненциальный
	Равномерный
	3

	19
	Экспоненциальный
	Равномерный
	4

	20
	Экспоненциальный
	Равномерный
	5

	21
	Эрланговский 2 порядка
	Экспоненциальный
	1

	22
	Эрланговский 3 порядка
	Экспоненциальный
	2

	23
	Эрланговский 4 порядка
	Экспоненциальный
	3

	24
	Эрланговский 5 порядка
	Экспоненциальный
	4

	25
	Эрланговский 6 порядка
	Экспоненциальный
	5


6. Содержание отчета 

1.   Цель работы.

2. Формулы и графики законов распределения вероятностей интервалов между заявками и времени обслуживания заявок.

3. Описание разработанной программы: список использованных переменных, список использованных функций, блок-схема, листинг.

4.  Теоретический и экспериментальный графики зависимостей производительности  СМО от интенсивности входного потока для тестового примера.

5. Экспериментальные графики зависимостей производительности  СМО и среднего времени задержки запроса в  СМО  от интенсивности входного потока.

6. Выводы.

7. Вопросы для самопроверки

1. Назовите основные элементы СМО и их характеристики.

2. Как оценивается  КПД  для системы массового обслуживания?

3. Как связаны средняя длина очереди и среднее время пребывания заявки в очереди?

4. Как связаны средняя длина очереди и среднее число заявок в СМО?

5. Как связаны среднее время пребывания заявок в СМО и среднее число заявок в СМО?

6. Приведите верхнюю оценку для среднего времени пребывания заявки в системе, когда входной поток заявок – пуассоновский а поток обслуживания – рекуррентный.

8. Список рекомендованной литературы

1.   Вентцель Е. С. Теория вероятности. М.: Наука. 1969 г.

2. Строгалев В. П., Толкачева И. О., Имитационное моделирование. М.: Издательство МГТУ им. Баумана, 2008 г.

3. Плакс Б. И. Имитационное моделирование систем массового обслуживания. СПб.: Издательство СПбГААП, 1995.
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