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Построение эпюр внутренних усилий, расчет прочности и построение упругой 
линии балки при плоском изгибе (2 задачи) 

 
Исходные данные задач и параметры, подлежащие определению. 

 
1. Для балки, изображенной на рис. 1: 

10q  мкН ;  20P  кН ;  30M  мкН  ; 10l  м ; 5a  м ; 3c  м ; 

        материал балки – сталь:   250  МПа ;   150  МПа ; 5102 E  МПа . 

– определить реакции опор и построить эпюры поперечных сил yQ  и изгибающих 

моментов zM ; 

– подобрать из условия прочности: 

 прямоугольное поперечное сечение при установленном соотношении сторон 

3

h
b   

 двутавровое поперечное сечение; 
– построить эпюры изменения нормальных и касательных напряжений по высоте 
полученных сечений; 
– определить по уравнению изогнутой оси вертикальные перемещения и построить эпюру 
их изменения по длине балки. 
 
2. Для балки, изображенной на рис. 2:  

    lqP   кН ;  
2

2lq
M


  мкН  ;  

    5l  м ; 2a  м ; 1c  м ; 

    сечение балки – прямоугольное – со сторонами 10b  cм ; 20h cм ; 

    материал балки – дерево:   25  МПа ;    5  МПа ; 5101.0 E  МПа .       

– определить в общем виде реакции опор и построить эпюры поперечных сил yQ  и 

изгибающих моментов zM ; 

– подобрать из условий прочности грузоподъемность балки  q   и построить эпюры 

изменения нормальных и касательных напряжений по высоте опасного сечения; 
– методом начальных параметров определить прогиб и угол поворота сечения 
совпадающего со свободным концом балки. 

 

 

 
 
 

Рис. 1 – Расчетная схема шарнирно опертой 
балки 

Рис. 2 – Расчетная схема консольной балки 
(определение грузоподъемности) 
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Построение эпюр внутренних усилий и расчет прочности при изгибе статически-
определимых балок 

 
шарнирно-опертая балка 

     

м1a

,м/кН50q

,мкН50M

,кН100P







, 

      

    МПа100,МПа240 σ : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. Определение реакций опор: 
Совмещаем начало координат с левым концом балки. 

Сумма всех сил на вертикальную ось:  
y 21 ,0Pa3qRR:0  

Сумма моментов относительно точки A: 

кН5,12
2

5,15010050
R0MaPa5,0a3qa2R:0M 22A




 ; 

При подстановке в первое уравнение получим: 

кН5,371003505,12Pa3qRR 21  . 

Проверка – сумма моментов относительно точки В: 

0501005,45025,37MaPa5,1a3qa2R:0M 1B
 . 

 

2. Определение значений поперечных сил )x(Qy  и изгибающих моментов )x(Mz : 

а) по участкам 

);ax(R2/xq)x(M

,Rxq)x(Q:a2xa

;2/xq)x(M

,xq)x(Q:ax0

21
2
22z

122y2

2
11z

11y1









);a3x(R)a2x(P)ax(R)a5,1x(qa3)x(M

,RPRqa3)x(Q:a4xa3

);a2x(P)ax(R2/xq)x(M

,PRxq)x(Q:a3xa2

4244144z

214y4

331
2
33z

133y3
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б) Выражения для поперечной силы и изгибающего момента в одну строчку: 

 
 ;)3x(505,12||100||5,37||x50

)a3x(qR||P||R||xq)x(Q

3x2x1x

2
a3xa2x

1
ax

y







  





 


 2

a3x
)a3x(q)a3x(R||)a2x(P||)ax(R||

2

x
xq)x(M 2

a3xa2x
1

ax
z

 

 2

3x2x1x

2 )3x(25)3x(5,12||)2x(100||)1x(5,37||x25 


; 

 
Заносим значения внутренних усилий в характерных точках в таблицу и строим эпюры 
Координата x,[м] 0 1-0 1+0 2-0 2+0 3-0 3+0 4 

Сила ]кН[,Qy  0 -50 -12,5 -62,5 37,5 -12,5 0 0 

Момент ]мкН[,Mz   0 -25 -25 -62,5 -62,5 -50 -50 -50 

 
Определяем координату на третьем участке 3x2  , где поперечная сила равна нулю: 

м75,2x05,137x50)x(Q ***
y  , при этом мкНмxMЭКСТР

z  44,48)75,2( *  

имеет максимум. 
 

3. Выбор минимально-необходимых размеров поперечного сечения: 

Опасное сечение по нормальным напряжениям м2x  : мкН5,62Mmax
z  , 

опасное сечение по касательным напряжениям м2x  : кН5,62Qmax
y  . 

Из условия прочности по нормальным напряжениям определяем минимально 
необходимый осевой момент сопротивления поперечного сечения: 

   
336

6

3max
zmin

z
z

max
zmax

x см4,260м104,260
10240

105,62M
W

W

|M|








  , для 

одного швеллера 3min
z см2,130W  . По сортаменту выбираем швеллер № 18a, у которого 

осевой момент сопротивления 3
z см132W  , осевой момент инерции 4

z см1190I  , 

статический момент полусечения относительно нейтральной оси 3.полусеч
z см1,76S   и 

толщина стенки швеллера мм1,5d  . 

Проверяем выполнение условия прочности по касательным напряжениям для 
выбранного сечения 

  







 



МПа100МПа2,39Па102,39
101,521011902

101,762105,62

d2I2

S2Q
6

38

63

z

.полусеч
z

max
ymax

условие прочности по касательным напряжениям выполнено. 
 

4. Построение распределений нормальных и касательных напряжений для 
выбранного сечения 

Нормальные напряжения на уровне нейтральной оси равны нулю, а касательные 
напряжений достигают наибольших значений, которые определены в предыдущем пункте. 
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Поскольку выбранное сечение в большую сторону отличается от минимально-
необходимого, то максимальные действующие нормальные напряжения отличаются в 

меньшую сторону от допустимых: МПа238Па10238,0
101322

105,62

W2

|M| 9
6

3

a18
z

max
zmax

x 



   

Определяем значения касательных напряжений для точки 2 (находится на 
пересечении стенки и полки швеллера по вертикали). Отсеченная часть площади сечения 
соответствует площади полки: 

3полки
z см7,58

2

93,0

2

18
93,04,7

2

t

2

h
tbS 






 






   

МПа2,30Па102,30
101,521011902

107,582105,62

d2I2

S2Q
6

38

63

z

полки
z

max
y

2 







 



 

 
Определяем значения касательных напряжений для точки 3 (находится на 

пересечении полки и стенки швеллера по горизонтали): 

3
3z см7,54

2

93,0

2

18
93,0)51,04,7(

2

t

2

h
t)db(S 






 






   

МПа4,15
103,91011902

107,54105,62

tI2

SQ
38

63

z

3z
max
y

3 







 



. 

По полученным точкам строим распределения напряжений. 
 

 
 

5. Определение значений прогибов балки в характерных точках методом начальных 
параметров 

Универсальное уравнение изогнутой оси балки для заданной схемы имеет вид: 

;
EI24

)a3x(q

EI6

)a3x(R
||

EI6

)a2x(P
||

EI6

)ax(R
||

EI24

xq
xvv)x(v

z

4

z

3
2

a3xz

3

a2xz

3
1

axz

4
'
00 







 















 

Граничные условия:  

;m)a4(M,0)a4(Q:a4x;0)0(M,0)0(Q:0x zyzy   

Условия на промежуточных шарнирных опорах:  
0)a3(v:a3x;0)a(v:ax  . 
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Подставляя последние условия в выражение )x(v  получим: 

0
EI24

aq
avv)a(v

z

4
'
00 


 , 

0
EI6

)a2a3(P

EI6

)aa3(R

EI24

)a3(q
a3vv)a3(v

z

3

z

3
1

z

4
'
00 








 . 

Решая полученную систему уравнений, получим: 

м02,0
1011902102

1092,47

EI

92,47
v

811

3

z
0 







   (перемещение вниз), 

рад021,0
1011902102

1050

EI

50
v

811

3

z

'
0 




   (поворот против часовой стрелки). 

Определяем значения перемещений в остальных характерных точках 

,м011,0
EI6

aR

EI24

)a2(q
a2vv)a2(v

z

3
1

z

4
'
00 


  

;м032,0
EI24

aq

EI6

aR

EI6

)a2(P

EI6

)a3(R

EI24

)a4(q
a4vv)a4(v

z

4

z

3
2

z

3

z

3
1

z

4
'
00 





  

 
Определение грузоподъемности для консольной балки 

 

qlP 8.0 , 28.0 qlM  , мl 5 ,      МПаМПа ,100,240σ   102E 5 МПа 

сечение – двутавр № 30. 
Совмещаем начало координат со свободным концом балки (в этом случае не нужно 

определять реакции, возникающие в заделке) 
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1. Определение значений поперечных сил )x(Qy  и изгибающих моментов )x(Mz : 

    а) по участкам: 
 

 

;)(

,:
2

0

11

11

xPxM                      

PxQ      
l

x

z

y




 

 

  ;
2

2

,
2

:
2

2

2

22

222







 









 

l
xq

xPxM                     

l
xqPxQ    lx

l

z

y

 

;
2

2
)(

,
2

)(:
2

3

2

3

33

333

M

l
xq

xPxM                     

l
xqPxQ   

l
xl

z

y








 









 

;
2

2

3

2
2

)(

,
2

3

2
)(:2

2

3

2

4

2

4

44

4444







 








 









 






 

l
xq

M

l
xq

xPxM                     

l
xq

l
xqPxQ  lx

l

z

y

 

   б) записываем выражения для )x(Qy  и )x(Mz   в одну строку: 

       

;
2

3

2
3
||

2
2

||8.0
2

3

2
3
||

2
2

||)( 
































l

xq
l

l
xq

l
ql

l
xq

l

l
xq

l
PxyQ  

.
2

2

2

3

2
3
||28.0||

2

2

2

2

||8.0

2

2

2

3

2
3
||||

2

2

2

2

||)(







 








 










 








 



l
xq

l
ql

l

l
xq

l
xql

l
xq

l
M

l

l
xq

l
xPxzM

 

 

Вычисляем значения внутренних усилий )x(Qy  и )x(Mz  и строим эпюры 

x,[м] 0 
2

l  0l  0l  
2

3l  l2  

]кН[,Qy  ql8.0  ql8.0  ql3.0  ql3.0  ql2.0  ql2.0  

]мкН[,Mz   0 24.0 ql 2675.0 ql 2125.0 ql 21.0 ql  25.0 ql

Определяем координату на третьем участке 
2

3
3

l
xl  , где поперечная сила равна 0: 

мlllx
l

xqqlxyQ 3.15.08.0*0)
2

*(8.0)*(  , при этом 

 
мкНqlql

llq
lqlмxzM 


 208.028.0

2

2
5.03.1

3.18.0)3,1*(  имеет минимум. 
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2. Определение грузоподъемности  q  

Все необходимые геометрические характеристики сечения находим в сортаменте, 

для двутавра № 30: ммdсмSсмIсмW zzz 5,6,268,7080,472 344  .   

Максимальное значение изгибающего момента: мкНqlM z  2675.0 , а 

максимальное значение поперечной силы: кНqlQy 8.0 . 

Подберем нагрузку  1q  в первом приближении из условия прочности по 

нормальным напряжениям: 

    
zz

z

W

lq

W

M 1
max

max 675.0
  =>    

34
5675.0

1047210240

675.0

66

1 









l

W
q z

м

кН
 

Проверим выполнение условия прочности по касательным  напряжениям: 

    МПаМПа
bI

Slq

bI

SQ

z

z

z

zy
10080

105,6107080

10268510348.08.0
38

63
1

max
max 












 





Условие прочности по касательным напряжениям выполнено => грузоподъемность 

системы:   34q
м

кН
. 

 
3. Определение значений прогибов балки в характерных точках методом начальных 

параметров. 
 
Универсальное уравнение изогнутой оси балки для заданной схемы имеет вид: 

 
;

24

4

2

3

2
3
||

2

2
28.0||

24

4

2

2

||
6

3
8.0

1'
00)(


































 










l
xq

l

lx
ql

l

l
xq

l

x
ql

zEI
xvvxv

Угол поворота для заданной схемой определяется следующим уравнением: 

    ;
6

3

2

3

2
3
||28.0||

6

3

2

2

||
2

2
8.0

1'
0)(












































l
xq

l
lxql

l

l
xq

l

x
ql

zEI
vxvx

 
Граничные условия – в заделке прогиб и угол поворота равны нулю. 
 

0)2(;0)2(:2  lvlvlx . 
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Подставляя последние условия в выражение )(xv , получим: 

   
;0

24

4

2

2

2
28.0

24

4

2

3

6

3
2

8.0
1

2'
00)2( 










































 l

q
l

ql

l
q

l
ql

zEI
lvvlv

   
;0

6

3

228.0
6

3

2

3

2

2
2

8.0
1'

0)2(2 










































 l

q

lql

l
q

l
ql

zEI
vlvl  

 
Решая полученную систему уравнений, получим: 

мv 088,00   (перемещение вниз), радv 078,0'
00   (поворот по часовой 

стрелке). 
Определяем значения перемещений в остальных характерных точках 

,03,0
2

м
l

v 







 ;10,0)( мlv   .08,0
2

3
м

l
v 








 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


