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План выполнения типового расчёта
I. Построение статистического распределения выборки.

II. Вычисление точечных оценок математического ожидания и дисперсии.

III. Построение гистограммы относительных частот.
IV. Проверка гипотезы о нормальном распределении случайной величины.

V. Нахождение доверительных интервалов для математического ожидания и дисперсии.

VI. Решение дополнительной задачи.

Перед началом выполнения типового расчёта по математической статистике повторите (или изучите) следующие темы.
1. Дискретные случайные величины. Закон распределения вероятностей дискретной случайной величины. Числовые характеристики дискретной случайной величины.
2. Непрерывные случайные величины. Функция распределения, плотность распределения, их взаимосвязь и свойства. Нормальный закон распределения непрерывных случайных величин, правило «трех сигм». Числовые характеристики непрерывных случайных величин.
3. Генеральная совокупность и выборка. Вариационный ряд. Гистограмма, эмпирическая функция распределения выборки.

4. Статистическое оценивание параметра распределения по выборке. Точечные оценки и их характеристики: несмещённость, эффективность, состоятельность.
5. Интервальные оценки. Доверительные интервалы. Интервальное оценивание параметров нормального распределения.
6. Статистические гипотезы, их виды. Понятие о проверке статистических гипотез. Ошибки 1-го и 2-го рода. Критерий согласия Пирсона.
I. Построение статистического распределения выборки
Данную выборку преобразуйте в вариационный (интервальный) ряд. Для этого: 

1. Упорядочите выборку, т.е. запишите все значения 
[image: image1.wmf]x

 случайной величины 
[image: image2.wmf]X

 в возрастающем порядке. Если какое-либо значение повторяется, запишите его столько раз, сколько оно Вам встретилось.
2. Вычислите объем выборки 
[image: image3.wmf]n
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; минимальное значение 
[image: image4.wmf]min
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; максимальное значение 
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3. Разбейте диапазон изменения случайной величины 
[image: image6.wmf]X

 на интервалы. Число интервалов определяется по формуле 
[image: image7.wmf]13,322lg
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 с округлением до ближайшего целого:  
[image: image8.wmf]13,322lg

k

=+×»

.
Ширину каждого интервала 
[image: image9.wmf]D

 выберите с точностью выборки и округлите в сторону завышения 
[image: image10.wmf]maxmin
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Границы интервалов вычислите по формулам 
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4. Вычислите частоту каждого интервала 
[image: image22.wmf]i
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 – количество элементов 
[image: image23.wmf]i

x

, попавших в 
[image: image24.wmf]i

-й интервал. Если элемент совпадает с границей интервала, то он относится к интервалу с меньшим порядковым номером.

5 Вычислите относительные частоты интервалов по формулам 
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Полученные данные занесите в четыре первые столбца таблицы 1.
II. Вычисление точечных оценок математического ожидания и дисперсии

Оценки математического ожидания и дисперсии вычисляются по формулам 
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, где 
[image: image28.wmf]i
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 – частота варианты 
[image: image29.wmf]i
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 – объём выборки.

Если объем выборки велик, то вычисление точечных оценок математического ожидания 
[image: image31.wmf]x

и дисперсии 
[image: image32.wmf]2
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 по этим формулам громоздко. Для сокращения вычислений элементам выборки, попавшим в 
[image: image33.wmf]i

-й интервал, припишем значения, равные серединам интервалов: 
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Внесите полученные значения в пятый столбец таблицы 1.

Далее варианты 
[image: image35.wmf]°
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 замените на условные варианты 
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 по формулам 
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, где 
[image: image38.wmf]c

– так называемый ложный нуль (новое начало отсчета). 

[image: image39.wmf]c
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Ложный нуль находим по следующему правилу:
– если число интервалов нечетное, то 
[image: image40.wmf]c

 = середине среднего интервала, 
– если число интервалов четное, то 
[image: image41.wmf]c

 = середине того интервала, у которого больше частота 
[image: image42.wmf]i
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При этом варианте, которая принята в качестве ложного нуля, соответствует условная варианта, равная нулю.

Значения 
[image: image43.wmf]i
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 внесите в таблицу 1.

Вычислите произведения 
[image: image44.wmf]°
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, результаты занесите в таблицу 1.
Суммируя седьмой столбец таблицы 1, вычислите значение 
[image: image45.wmf]°
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Вычислите оценку математического ожидания по формуле 
[image: image46.wmf]1
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Вычислите произведения 
[image: image48.wmf]°
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, результаты занесите в таблицу 1.

Суммируя восьмой столбец таблицы 1, вычислите значение 
[image: image49.wmf]°
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Вычислите оценку дисперсии по формуле 
[image: image50.wmf](
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Оценка 
[image: image51.wmf]2
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 занижает дисперсию генеральной совокупности, поэтому введя поправочный коэффициент 
[image: image52.wmf]1
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, получим несмещенную оценку дисперсии 
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Вычислите оценку среднего квадратического отклонения 
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Таблица 1
	№
	Границы интервалов
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Для сравнения вычислите 
[image: image62.wmf]s

 по «правилу 
[image: image63.wmf]3
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». 
Так как для случайной величины, имеющей нормальное распределение, почти все значения укладывается на симметричном относительно математического ожидания участке длиной 
[image: image64.wmf]6
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, то с помощью «правила 
[image: image65.wmf]3
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» можно ориентировочно определить оценку среднего квадратического отклонения нормально распределённой случайной величины. Берем максимальное практически возможное отклонение от среднего значения и делим его на три.
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image69.wmf]3
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III. Построение гистограммы относительных частот

Гистограммой называется ступенчатая фигура, состоящая из прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы длиной 
[image: image70.wmf]D

, а высоты равны 
[image: image71.wmf]*
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 (плотность относительной частоты).

Для построения гистограммы заполним последний столбец таблицы 1. По полученным данным постройте гистограмму:
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


По данным таблицы 1 постройте точки с координатами 
[image: image72.wmf]°
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 и соедините их плавной пунктирной линией. Эта линия будет аналогом плотности распределения случайной величины и, следовательно, по виду гистограммы можно выдвинуть гипотезу о нормальном распределении (или о распределении, близком к нормальному) случайной величины с плотностью
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В дальнейшем эту функцию будем называть теоретической плотностью распределения.

IV. Проверка гипотезы о нормальном распределении случайной величины
Ввиду ограниченного числа наблюдений статистический закон распределения обычно в какой-то мере отличается от теоретического. Возникает необходимость определить, является ли расхождение между статистическим и теоретическим законами распределения следствием ограниченного числа наблюдений или оно является существенным и связано с тем, что действительное распределение случайной величины не соответствует выдвинутой гипотезе.
Для проверки гипотезы о нормальном распределении рассматриваемой величины заполним таблицу 2. Для этого:
1.
Произведите новую классификацию выборки: объедините интервалы, для которых 
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 в один. После объединения количество интервалов 
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Вычислите теоретические вероятности 
[image: image76.wmf]i
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 попадания варианты в каждом интервале по формуле


[image: image77.wmf]1

ii

i

xxxx

p

ss

+

--

æöæö

=F-F

ç÷ç÷

èøèø

,
где 
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3.
Вычислите частоты интервалов 
[image: image80.wmf]i
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 и относительные частоты 
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4.
Для проверки гипотезы о нормальном распределении случайной величины в качестве меры расхождения между теоретическим и статистическим распределениями выберем случайную величину 
[image: image83.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image85.wmf](
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Заполнив таблицу 2, вычислите значение критерия 
[image: image86.wmf]2
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Случайная величина 
[image: image88.wmf]2
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 распределена по закону 
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 с параметром 
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, называемым числом степеней свободы.
Число параметров нормального распределения 
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Число степенной свободы 
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Расхождение между статистическим и теоретическим распределениями является не существенным, если величина 
[image: image93.wmf]2
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 не превышает критического значения 
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При уровне значимости 
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 и числу степенной свободы 
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 находим критическое значение 
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Вывод: 

Таблица 2
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Построим график теоретической плотности распределения


[image: image110.wmf](
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Для этого возьмем 
[image: image111.wmf]k

 точек с абсциссами 
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 из таблицы 1 и вычислим ординаты этих точек. Результат запишем в таблицу 3.
Таблица 3
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Для более точного построения графика вычислим точку максимума
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Сравним теоретическую и эмпирическую плотности распределения случайной величины:

Таблица 4
	№
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
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Сравнивая значения ординат плотности распределения случайной величины и плотности относительных частот, мы наблюдаем                                        
                                                                                                           (значительное или незначительное) 
отклонение этих величин друг от друга, что свидетельствует о  
V. Нахождение доверительных интервалов для математического ожидания и дисперсии
Будем считать, что случайная величина 
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 распределена нормально, причем математическое ожидание 
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и среднее квадратическое отклонение 
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 этого распределения неизвестны.
Доверительный интервал для оценки математического ожидания имеет вид:
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По доверительной вероятности 
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 и числу степеней свободы 
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находим (например, В.Е. Гмурман «Руководство к решению задач по теории вероятностей и математической статистике» приложение 3) величину
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а затем точность оценки
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Итак, получим искомый доверительный интервал, покрывающий неизвестное математическое ожидание с заданной надежностью 
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, т.е. интервал
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Доверительный интервал для 
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 имеет вид: 
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Для 
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 по таблице (см. в учебниках В.И. Ермаков «Сборник задач по высшей математике для экономистов» приложение 3 стр. 520 или приложение 4 В.Е. Гмурман «Руководство к решению задач по теории вероятностей и математической статистике») находим
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