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В пособии даны теоретические сведения, необходимые для решения задач по разделам курса «Основы теории систем связи с подвижными объектами», посвященным изучению статистических характеристик каналов, систем связи и используемых сигналов, усвоению основ статистической теории обнаружения и различения сигналов и фильтрации сигналов сообщений на фоне шумов. Приводятся примеры синтеза систем оптимального приема широкополосных сигналов на фоне помех, примеры решения задач и дополнительные материалы, необходимые при решении задач. Большинство приведенных примеров  взяты из области синтеза проектирования реальных сигналов и устройств.
Пособие предназначено для студентов, обучающихся по специальностям

210402, 210302  дневной и заочной формы обучения , может быть использовано студентами других специальностей, а также для самоподготовки радиоинженеров.

Введение

Решение задач статистического синтеза устройств и систем оптимального приема сигналов радиосвязи вызывают затруднения у многих студентов, так как требует знания основ статистической теории связи и достаточно высокой математической культуры. Задачей пособия является  выработка у студентов навыков решения основных статистических задач, имеющих практическое значение, в процессе решения предлагаемых авторами задач по каждому разделу. В приводимых примерах излагаются в доходчивой форме алгоритмы решения задач, показываются пути преодоления трудностей, и дан необходимый справочный материал, приведенный в двух приложениях.

Приведенные в каждом из разделов задачи предназначены для домашних заданий, выдаваемых студентам, а также для использования при выполнении курсовых работ и проектов.  
При подготовке пособия использованы материалы из монографий видных учёных в области статистической радиотехники и статистической теории связи: Б.Р. Левина, В.И. Тихонова, Л.М. Финка, Ю.С. Шинакова,  Д. Мидлтона, Дж. Прокиса , а также из научных статей по данной тематике, в том числе и наработки авторов учебного пособия.
В учебном  пособии даны теоретические сведения, рекомендации для решения задач и перечни задач по следующим разделам курса:

1. Статистические характеристики сигналов, устройств и каналов связи.

2. Теория статистического обнаружения и различения сигналов.
3. Теория фильтрации сигналов, сообщений на фоне шумов.

1 Статистические характеристики сигналов, устройств и каналов связи.

Основные соотношения, необходимые для решения задач 
Для статистического описания непрерывных случайных величин используются следующие характеристики: интегральная (кумулятивная) функция распределения F(х), функция плотности вероятности 
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, моментные функции различных порядков и характеристическая функция [1,2,8].

1.1. Функция распределения

Интегральная одномерная функция распределения F1(x) случайной величины X определяет вероятность нахождения величины X в интервале, не превышающем значение х, т.е.   F1(х) = P(X≤x),            F1(x = +∞) = 1 – условие нормировки.
Значение  x, соответствующее значению F1(x) = α , называется квантилем xα порядка α. Значение квантиля xα при α = 0,5 называют медианой распределения, которая используется в сотовых системах подвижной связи (СПС) при энергетических расчетах зон обслуживания.

Одномерная функция плотности вероятности (ФПВ) случайной величины X определяется производной


ω1 (х) = 
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при условии дифференцируемости F1(x).

Типовыми законами распределения ω1(х) являются: нормальный (гауссов) закон, законы Рэлея, Райса, экспоненциальный закон. Плотность вероятности для нормального закона имеет вид:
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где а – математическое ожидание М[x], которое совпадает со значением медианы по причине четности функции (1.1);   σ2– дисперсия случайной величины X. Параметры распределения а, σ определяют соответственно расположение и вид (ширину) функции (1.1), представленной на рис. 1.1а.
Максимальное значение 
[image: image5.wmf])

(

1

x

w

 достигается при x = a и равно: 
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Чем больше дисперсия случайной величины, тем меньше значение ПВ 
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Рис.1.1. Дифференциальный (а) и интегральный (b) нормальный закон.
Интегральный закон распределения, соответствующий нормальному закону (1.1), имеет вид:
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где  F(·) -  табулированная при a =0, σ =1 функция Лапласа, для которой F(-x)=1-F(x):
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На рис.1.1 представлена F(x) при m1(x)=a,  которая часто выражается  при а=0, σ=1 через табулированный интеграл вероятности 
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или табулированный интеграл вероятности Ф0(х), для которого Ф0(-х)=-Ф0(х),
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В Приложении 1 приведены выражения для одномерных законов распределения случайной величины, наиболее употребляемых при анализе систем связи с ПО: 
-закона Рэлея, закона Райса, распределения Накагами, характеризующих огибающую узкополосного случайного процесса; 
- распределения Хи – квадрат, Гамма – распределения для характеристики квадрата этой огибающей ,а также выражения для других законов.
 В Приложении 2 даны табулированные значения интеграла  Ф(х)=2 Ф0(х).

 Если  X(t)- случайный процесс, то выборки из этого процесса в моменты t1, t2… tn являются случайными величинами (СВ) соответственно Х1, Х2…Хп , вероятностные характеристики которых определяются полностью совместной n-мерной интегральной функцией распределения Fn (X1≤x1,…, Xn≤xn) или совместной n-мерной функцией плотности вероятности (СФПВ) ωn(x1,…xn). Для стационарного в узком смысле процесса X(t) эта СФПВ не зависит от сдвига  всех моментов отсчета на время t. Для стационарного в широком смысле процесса этому условию удовлетворяет СФПВ при n≤2,т.е. при задании  ω1(х), ω 2(x1,x2). Условная функция плотности вероятности для двух зависимых случайных величин X1 и X2 c СФПВ ω2(x1, x2) на основе формулы умножения вероятностей равна
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  (1.2)

Отметим, что интегрирование по х1 в знаменателе устраняет зависимость случайной величины х2 от СВ х1, а для независимых СВ  СФПВ равна произведению одномерных ФПВ.
Для марковских процессов при известном значении 
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 вероятность значения 
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 не зависит от значений в любые более ранние моменты 
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(1.3)

откуда следует
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(1.3′)

При некоторых дополнительных условиях переходная плотность вероятности 
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 удовлетворяет диффузионному уравнению Колмогорова-Фоккера-Планка [10], описывающему диффузионный марковский процесс.
1.2. Моментные функции.

Моментные функции случайной величины стационарного в узком смысле случайного процесса 
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где 
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 - порядок начального момента; 
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- значения отсчёта случайной величины 
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При 
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=1 мы имеем выражение для математического ожидания (часто называемого средним значением) случайной величины 
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, принимающей значения x:
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Центральный момент случайной величины Х определяется выражением:
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(1.6)

т.е он является моментной функцией k – порядка для центрированной СВ  
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Наиболее известным является центральный момент второго порядка, называемый  дисперсией:
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Для стационарного в широком смысле случайного процесса X(t) совместный момент СВ Х1 и Х2 (отсчётов в момент времени t1, t2 соответственно) определяет корреляцию между этими величинами (автокорреляционную функцию
процесса X(t) ):
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(1.7)

которая зависит только от разности τ=(t2-t1), причём Kx(τ)= Kx(-τ) чётная функция и Kx(0)=M[x2] – определяет среднюю мощность процесса X(t).

Автоковариационная функция r(t) процесса X(t) определяется для центрированных х1 и х2 и связана с Kx(τ) соотношением:
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(1.8)

где Rx(τ) -коэффициент корреляции или нормированная автоковариационная функция процесса.

СФПВ ω2(x1,x2) для зависимых отсчетов гауссовского стационарного процесса можно записать в виде:
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При Rx(τ)=0 эти отсчеты независимы.

Если два случайных процесса X(t), Y(t) индивидуально и совместно стационарны, то функция взаимной (кросс-) корреляции между этими процессами (отсчётами X1 и Y2 в моменты t1 и t2, соответственно) определяется совместным моментом:
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(1.9)

а функция взаимной ковариации равна:
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(1.10)

причём Kxy(-τ)= Kxy(τ) и для статистически не зависимых X(t)  и Y(t) значение rxy(τ)=0.

Для комплексного стационарного случайного процесса  Z(t)= X(t) + j Y(t)
примем   X(t) и Y(t), как случайные индивидуально и совместно стационарные процессы. Автокорреляционная  функция процесса Z(t) характеризуется СФПВ отсчётов Z1 и Z2  (в моменты времени t1 и t2, соответственно, т.е. компонентов Xi, Yi в моменты времени ti) и определяется в виде:
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Такой комплексный процесс встречается при представлении узкополосного шума через его НЧ эквиваленты. Комплексно-сопряжённая функция равна
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(1.12)

Для двух комплексных 
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 случайных процессов с попарно стационарными компонентами функция взаимной корреляции между Z(t) и W(t) (их отсчётами при 
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причём
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Пример. Пусть задан комплексный стационарный случайный процесс Z(t)=X(t)+jY(t), где  X(t),Y(t)-случайные  индивидуально и совместно стационарные процессы с нулевым средним значением. При этом  
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 преобразование Гильберта (т.е. задан аналитический процесс).

Найти функцию rxy (τ) между  X(t) и Y(t) в совпадающие моменты времени t1=t2=t
Решение. Найдем согласно (1.9), (1.10) функцию 
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,
которая на основании эквивалентности смены знака интеграла и пределов, а также четности функции rx(τ)= rx(-τ )  равна нулю.
Таким образом, компоненты X(t), Y(t) огибающей  V(t)=[X2(t)+Y2(t)]1/2 стационарного аналитического процесса не коррелированы в совпадающие моменты времени и независимы, если эти компоненты - гауссовские процессы. В последнем случае имеем распределение огибающей по закону Релея.
1.3. Функциональное преобразование случайных величин.

Функция распределения 
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 случайной величины Y на выходе функционального преобразователя с характеристикой 
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(1.15)

если функция 
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 дифференцируема и существует обратная функция 
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С функциональным преобразованием двух СВ  X и Y, в частности, их суммы, разности, произведения и частного студент может ознакомиться в источниках [1,7].

1.4. Характеристической функцией (ХФ) случайной величины Х называется математическое ожидание СВ 
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(1.16)

где v – некоторая действительная переменная.

ХФ  
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Это выражение позволяет получить ФПВ случайной величины Х, если найдена ее ХФ.

Свойства ХФ: 
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ХФ суммы независимых СВ  
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(1.18)

Знание ХФ случайной величины часто упрощает нахождение начальных моментов распределения 
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 этой величины  согласно выражению:
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где в начале находится производная k – го порядка от функции 
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по переменной v, а затем v приравнивается нулю. Например, для нормального закона  ХФ  имеет вид (П.1):
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и моментная функция первого порядка равна:
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Ниже приводится ряд примеров по расчёту статистических характеристик СВ.
Пример 1. Найти среднее значение и дисперсию одностороннего нормального распределения ( рис.1.2)
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Получить формулу для расчёта k – начального момента.

Решение:  
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 Из приведенного графика следует, что МО такой случайной величины не может быть равно нулю. 

Рис.1.2. График одностороннего нормального закона.
На основании формулы (1.5) имеем выражение:
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, которое можно привести к табличному интегралу 
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Таким образом, МО  данной случайной величины зависит от параметра (.

Для определения дисперсии вычислим согласно (1.6) интеграл:
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где 
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Первый интеграл J1, сводится к табличному (П.2):
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Интеграл J2 определён нами выше и равен:
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Интеграл J3, с учётом табличного интеграла (П.2) 
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В результате дисперсия распределения (1.20) равна:
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Для двустороннего нормального распределения, как известно, дисперсия равна 
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Начальные моменты порядка k для распределения (1.20) можно найти в общем виде согласно (1.4): 
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Интегралы такого вида могут быть сведены к табличному интегралу (П.2) типа:
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введением  новой переменной 
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Пределы интеграла не меняются, т. к. при х = 0  у = 0 , а при х 
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Подставляем новую переменную в выражение для 
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 на основании табличного интеграла равно:
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Найдём теперь значение моментов k – порядка с учётом свойств Г(z) (П.2):

При 
k=1,    
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k=2,    
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Второй центральный момент 
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Таким образом, полученное общее выражение для 
[image: image105.wmf]k

m

распределения (1.20) удобно в практических расчётах.
Пример 2.

Определить ХФ квадрата гауссовской случайной величины с параметрами 
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Решение:

Согласно определению ХФ (1.16) найдём плотность вероятности СВ  Y на выходе квадратичного преобразователя у=х2, применяя правило (1.15) функционального  преобразования. При любых 
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[image: image115.wmf]
Подчеркнём, что аргумент в круглых скобках в этом выражении является СВ X входа преобразователя. Поэтому, подставляя выражение (1.1) для гауссовской СВ X в 
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Найдём ХФ  СВ  Y, введя замену переменных y=p2 и используя табличный интеграл (П.2)
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Начальные моменты k – порядка определим согласно выражению (1.19),где

При k = 1, 
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При k = 2, 
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При k = 3, 
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Таким образом, моменты mk удовлетворяют формуле:
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- произведение всех нечётных чисел.

1.5 Спектральная плотность мощности (СПМ).

СПМ (распределение мощности по частотам) стационарного случайного процесса 
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 с неограниченной энергией определяется преобразованием Фурье от автокорреляционной функции
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(1.22)

где 
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Для вещественного процесса 
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 и преобразование Фурье от К*х(τ) равно 
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Взаимная СПМ для совместно стационарных случайных процессов 
[image: image132.wmf])

(

t

X

 и 
[image: image133.wmf])

(

t

Y

 определяется преобразованием Фурье от взаимной корреляционной функции (1.9):


[image: image134.wmf]t

t

t

p

d

e

K

f

S

f

j

ху

ху

2

)

(

)

(

-

¥

¥

-

×

=

ò

,
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причем 
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 и для вещественных процессов 
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. С учётом первого равенства получим для вещественного процесса 
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Пример. В спектрально эффективных СПС используется в качестве модулирующего колебания НЧ сигнал без возвращения к нулю (БВН) [2], моделью которого является синхронный телеграфный сигнал [4]. Он является центрированным стационарным процессом, принимающим с равной вероятностью значения +1 и -1.Смена значений происходит в моменты времени, разделенными тактовым интервалом Т0, причем значения на разных тактовых интервалах независимы. Реализация такого процесса Х(t) приведена на рис.1.3, а автокорреляционная функция (1.7)   
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представлена на рис.1.4а. 
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Рис.1.3. Реализация сигнала БВН.     рис.1.4. АКФ (а) и СПМ (б) сигнала БВН
Найти СПМ синхронного телеграфного сигнала.
Решение.

Для стационарного центрированного процесса М[х(t)]=0 и  СПМ, согласно (1.22),  равна 
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Интегрированием по частям второго интеграла
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  где u(x)=τ;   v=sin2πfτ/2πf ,  получим результат:
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где в последнем равенстве использовано соотношение sin2x=0,5 (1- cos2x).
График СПМ представлен на рис.1.4,б., где Sx(f) уменьшается с увеличением f как sin2x/x2 , равна нулю на кратных 1/Т0 частотах и отсутствует дискретная составляющая на нулевой частоте, что обеспечивается равной вероятностью значений +1, -1 и равенством нулю математического ожидания сигнала БВН. Более высокая скорость уменьшения Sx(f)  достигается в СПС дополнительной фильтрацией модулирующего сигнала БВН, например, гауссовской.

1.6. Отклик линейной стационарной системы на случайный входной сигнал.

Для линейной стационарной системы с импульсной характеристикой h(t) и частотной характеристикой H(f) выходной сигнал у(t) определяется интегралом свёртки
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(1.24)

Если входной сигнал x(t) является  реализацией стационарного случайного процесса 
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, то для линейной системы математическое ожидание интеграла (1.24) равно интегралу от математического ожидания подынтегральной функции, и функция автокорреляции выходного сигнала равна:
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СПМ выходного процесса согласно преобразованию Фурье (1.22)
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 (1.25)

т.е. определяется произведением спектра входного сигнала и квадрата модуля амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) системы.
Пример 1. На вход фильтра ФНЧ рис 1.5 поступает белый шум со спектральной плотностью 
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Рис. 1.5. Схема фильтра нижних частот.
Частотная характеристика ФНЧ
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Найти автокорреляционную функцию процесса на выходе ФНЧ и взаимную корреляционную функцию процессов на выходе и входе ФНЧ.

Решение: Согласно (1.25) найдём для ФНЧ квадрат модуля АЧХ:
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График СПМ представлен на рис. 1.6,а.
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Рис. 1.6. Графики СПМ (а) и АКФ (б) процесса на выходе ФНЧ.
Автокорреляционная функция на выходе ФНЧ согласно (1.22) и табличного интеграла 14(П2):  
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равна :
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и графически представлена на рис. 1.6,б. Если входной шум гауссовский, то выходной процесс ФНЧ с такой автокорреляционной функцией является марковским процессом.
Функцию взаимной корреляции 
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т.е. получили интеграл свертки, которому в частотной области соответствует произведение 
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При входном воздействии в виде белого шума Kxx(τ)= δ(τ-τ1)  функция взаимной корреляции выхода и входа линейной системы с точностью до масштабирующего коэффициента равна импульсному отклику h(τ).
Пример . На вход линейного стационарного фильтра-преобразователя Гильберта с импульсной характеристикой h(τ)=1/πτ, где -∞<τ<∞, поступает стационарный действительный случайный процесс X(t) с двусторонним спектром Sx(ω). Найти спектр выходного сигнала y(t) фильтра и аналитического сигнала. 
Решение. На основании преобразования Фурье и подстановки отклика фильтра согласно (1.24) получим спектр выходного сигнала: 
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,после замены  τ-t=u,  t= τ-u,  dt=du , приводится к виду: 
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При этом использовано  представление exp(jx) по формуле Эйлера  в виде  (cosx+jsinx) и вычисление интегралов:  для четной функции  
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  где sign ω - знак частоты ω. 
В результате на выходе преобразователя Гильберта получили сигнал 
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, спектр которого равен:
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, где знак ± зависит от знака частоты ω.
Таким образом, спектр аналитического сигнала 
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     в
 области частот ω>0, т.е. в два раза превосходит Sx(ω), и равен нулю при ω<0.
Ниже приведены задачи для домашних заданий по  первому разделу пособия.





Задачи к разделу 1
1. Вычислить вероятность Рл.т. превышения порога хп=3В случайной величиной x(ti) с нормальным распределением и параметрами: а=0 и σ =2В, используя табулированный интеграл вероятности (П.2).

2. Гауссовская  СВ x(ti)  с нулевым средним и σ =2В превышает порог хп с вероятностью Рл.т.=10-2. Найти значение порога, используя табулированный интеграл вероятности (П.2).

3. Найти значение динамического диапазона Д (дБ) уровней сигнала,   распределённого по закону Релея (П.1), в случае если за максимальный и минимальный допустимые уровни  сигнала принять значения квантилей распределения порядка (1-α) и α = 0.0001, соответственно.

4. Найти среднее значение и дисперсию СВ с равномерным законом распределения  (П.1), где a=-h/2, b=h/2.

5.Определить ХФ квадрата случайной величины Х с распределением Релея (П.1) и найти три первых начальных момента.

6.Найти k-й (k=1,2,3,4) начальный момент СВ X для нормированного m-распределения (П.1) при m = 0.5;1;2.
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7.Найти характеристическую функцию суммы 
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, i=1,2…n статистически независимых СВ,
принимающих значения:
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По характеристической функции вычислить два первых начальных момента.

8.Найти k-й (k=1,2,3,4) начальный момент СВ X с χ²-распределением по его характеристической функции (П1). 

9.Найти k-й начальный момент СВ X для распределения Вейбулла (П.1) при а=1, записать три первых момента.

10.Найти два начальных и второй центральный моменты распределения Релея, рассматривая распределение Релея, как частный случай распределения Вейбулла.

11.Найти методом функционального преобразования СВ выражение для нормированной плотности вероятности m-распределения (П.1), сравнить с распределением Релея, односторонним нормальным и найти значения параметров распределений, при которых они совпадают. (α=0).
12.Найти выражение для квадрата СВ Х , распределенной по закону Накагами, нормировать полученное выражение и сравнить с гамма- распределением и χ²-квадрат распределением(П.1), интегральная функция которого табулирована в таблицах Пирсона.

13. Найти по характеристической функции для χ²-распределения (П.1) выражение для плотности вероятности СВ, сравнить полученное выражение с экспоненциальным, гамма- распределением, распределением Вейбулла и определить соотношения между параметрами, при которых они совпадают.
14.Определить спектральную плотность стационарного случайного процесса X(t) с корреляционной функцией:
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15.Определить функцию корреляции нормального шума с равномерной спектральной плотностью в низкочастотной полосе частот шириной F
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и определить интервал статистической независимости отсчетов.
16.Найти функцию корреляции стационарного случайного процесса X(t) со спектральной плотностью

[image: image174.wmf]2

)

(

)

(

)

2

1

(

k

k

т

т

Г

k

m

Г

m

W

+

=


17.Найти функцию корреляции и спектральную плотность случайного сигнала X(t)=Аsin(ω t+φ), где А, ω -const, а φ-равномерно распределенная на интервале[-π,  + π] случайная величина.

18.На вход последовательно соединенных сопротивления R и емкости С (ФНЧ) воздействует белый шум со спектральной плотностью Ѕ(ω)=Νо/2. Найти спектральную плотность Ѕ(ω) напряжения на С и функцию корреляции.

19. Найти нормированный энергетический спектр марковского нормального процесса с коэффициентом корреляции R(τ)=e-α│τ│, где α-const. Сравнить с равномерным спектром  задачи 15. Можно ли говорить о некоррелированности отсчетов этого процесса при дискретизации по Котельникову.
20.Найти плотность вероятности частного двух независимых случайных величин, имеющих соответственно нормальное распределение с параметрами (а, σ) и гамма-распределение, используя метод функционального преобразования СВ. Результат получить до уровня сведения к табличному интегралу, выражаемому через функцию параболического цилиндра (П.2).
21. Найти спектральную плотность (СП) детерминированных сигналов:

1) u1(t)=Asin(0t,                 2) u2(t)=Acos(0t,
3)  u3(t)= u2(t)+j u1(t),       4) u4(t)= u2(t)-j u1(t).

Построить графики СП Su(().
22. Найти функцию корреляции и спектральную плотность мощности (СПМ) случайного сигнала  y(t)=x(t)(cos((0t+(), где x(t)-НЧ центрированный стационарный случайный процесс со СПМ  Gx(f), а (- независимая от x(t) СВ с равномерным распределением на интервале [0, 2(].
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