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РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА № 2
ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ, НАХОДЯЩЕЙСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ СИЛ
Цель работы


Целью  работы является приобретение студентами понятий инерциальной системы отсчета, умений составлять дифференциальные уравнения движения материальной точки, находящейся под действием переменных сил в инерциальной системе отсчета и определять решением уравнений закона движения точки.
КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Инерциальные системы отсчета. Аксиомы динамики


Материальной точкой в механике называют простейшую модель физического тела любой формы, размерами которого и вращением можно пренебречь в рассматриваемой задаче и которое можно принять за геометрическую точку, наделенную механическими свойствами. Эти свойства материальной точки определяются аксиомами динамики, называемыми также законами Ньютона, поскольку Ньютон впервые объединил их в систему, представляющую в современной трактовке основы динамики.
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Аксиома инерции или принцип инерции открытый Галилеем (первый закон Ньютона)


Изолированная материальная точка либо покоится, либо движется равномерно и прямолинейно до тех пор, пока на  нее не подействуют силы.


Под изолированной материальной точкой понимается материальная точка, свободная от силового воздействия. Система отсчета, в которой справедлива аксиома А1,  называется инерциальной системой отсчета. Аксиома инерции фактически постулирует существование инерциальной системы отсчета. В действительности инерциальных систем отсчета не существует. Это абстрактное понятие. Но для движений внутри Солнечной системы с большой точностью за инерциальную можно считать гелиоцентрическую систему координат с началом в центре Солнечной системы и осями, направленными на условно «неподвижные» звезды. Для большинства технических задач, пренебрегая малой неинерциальностью, за инерциальную принимают систему отсчета, жестко связанную с Землей.


Для инерциальной системы отсчета справедлива вторая аксиома динамики.
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Основной закон динамики или второй закон Ньютона

Ускорение, сообщаемое точке силой, ей пропорционально и сонаправлено и обратно пропорционально массе точки:

[image: image129.wmf]P


где m – масса материальной точки, 
[image: image1.wmf]a

 – ее ускорение, 
[image: image2.wmf]F

 –сила действующая на материальную точку, которая может зависеть от времени, положения точки и ее скорости, но не зависит от ускорения точки.


Обычно основной закон динамики записывается в виде
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Аксиома равенства действия и противодействия или третий закон Ньютона

При взаимодействии двух материальных точек силы действия и противодействия являются противоравными силами.
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Аксиома независимости действия сил или закон сложения сил


Ускорение, сообщаемое материальной точке при одновременном действии нескольких сил, равно геометрической сумме ускорений, сообщаемых этой точке каждой силой в отдельности.


То есть если на точку действует система сил 
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и основной закон динамики примет вид
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Ускорения, которые фигурируют в аксиомах  А2 и А4 являются абсолютными ускорениями.

Аксиомы А1 – А4 справедливы для свободной материальной точки.

Если материальная точка в силу наложенных связей во все время движения независимо от действующих сил вынуждена двигаться либо по поверхности, либо по линии, либо в ограниченной части пространства, то она называется несвободной, а ее движение несвободным.


В случае несвободной материальной точки нужно, применив принцип освобождаемости от  связи статики, добавить к действующим на точку активным силам реакции связей.

Основные задачи динамики материальной точки


В проекциях на оси декартовой системы координат векторное равенство (4.1) в общем случае криволинейного движения точки в пространстве запишется в виде
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где 
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 – проекции ускорения точки 
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 –проекции силы 
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 на соответствующие оси координат, которые могут быть функциями времени t положения точки x, y, z  и проекцией 
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 скорости 
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Уравнения (2.2) образуют систему дифференциальных уравнений движения материальной точки в координатной форме. При заданной траектории точки ее дифференциальные уравнения движения в проекциях на естественные оси криволинейной траектории записываются в виде
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где s – дуговая координата, определяющая  положение точки на траектории; ρ – радиус кривизны траектории в данной точке; 
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 – проекции силы 
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 на естественные оси траектории: касательную 
[image: image27.wmf]t

, нормаль 
[image: image28.wmf]n

, бинормаль 
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На практике выделяют две основные задачи динамики свободной материальной точки, решаемые с помощью уравнений (2.2) или (2.3):


Первая задача (прямая) – считая заданным движение материальной точки массой m, определить равнодействующую сил, вызывающих это движение.

Вторая задача (обратная) – определить движение, которое будет совершать точка массы m под действием заданных сил.


При решении прямой задачи, например с помощью уравнений (2.2), нужно дважды продифференцировать заданные уравнения движения точки, подставить полученные проекции ускорения точки в уравнения (2.2) и определить равнодействующую сил, действующих на точку.


Для решения обратной задачи необходимо найти решение дифференциальных уравнений (2.2). Аналитически обратная задача решается только в частных случаях. Если аналитическое решение невозможно, задача решается численно.

Если систему уравнений (2.2) удастся один раз проинтегрировать, то полученные новые зависимости будут включать время, координаты, их первые производные и три константы интегрирования С1, С2, С3:
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Систему (2.4) называют системой первых интегралов уравнений динамики точки. 

Если систему (4.4) удастся проинтегрировать еще раз, то полученное решение будет зависеть еще от 3 констант интегрирования С4, С5, С6:
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Для определения констант интегрирования используют начальные условия, которые задают начальное положение точки 

(

, 

, 

) и ее начальную скорость 
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 в момент времени t = t0:
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Подставляя начальные условия (2.6) в выражения (2.4) и (2.5), составляют шесть уравнений для определения констант интегрирования:
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После определения констант интегрирования решение задачи, соответствующее заданным начальным условиям (4.6), записывается в виде
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В случае несвободного движения материальной точки уравнения (2.2) и (2.3) будут содержать также неизвестные проекции реакций связей и число неизвестных в общем случае будет превышать число уравнений, Для того чтобы обратная задача была разрешимой, необходимы дополнительные сведения о характере наложенных на материальную точку связей.

4.2. Указания к выполнению контрольной задачи Д1


Задача Д1 относится ко второй основной задаче динамики материальной точки. В вариантах задач (Табл. 2.2, усл. 0, 2, 4, 6, 8) сила сопротивления среды, действующая на груз, зависит от квадрата скорости груза (см. пример 2.1). В вариантах задач (Табл. 4.2, усл. 1, 3, 5, 7, 9) сила сопротивления среды зависит от скорости линейно (см. пример 2.2). Задачу Д1 следует решать в следующей последовательности:

1) принять реальное тело, движение которого рассматривается в задаче, за материальную точку, наделенную массой m;

2) выбрать систему координат;

3) изобразить материальную точку в этой системе координат, определяя ее положение текущими координатами;

4) приложить к точке активные силы (т.е. силы, не зависящие от связей); если рассматривается движение несвободного тела, то в соответствии с принципом освобождаемости от связей статики приложить к материальной точке также реакции связей;

5) записать основной закон динамики точки для данной задачи;

6) проектируя векторное выражение основного закона динамики точки на выбранные оси координат, составить дифференциальные уравнения движения точки;

7) задать начальные условия движения точки;

8) проинтегрировать полученную в п. 6 систему дифференциальных уравнений;

9) используя начальные условия п. 7, определить константы интегрирования;

10) используя полученные в п. 8 уравнения движения точки, определить искомые величины.
[image: image135.wmf]B
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Пример 2.1. В изогнутой трубе, расположенной в вертикальной плоскости (рис. 4.1), получив в точке А начальную скорость 
[image: image37.wmf]0
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, движется груз D массой m. На прямолинейном участке трубы АВ на груз действуют сила тяжести 
[image: image38.wmf]P

, движущая сила 
[image: image39.wmf]Q

 и сила сопротивления среды 
[image: image40.wmf]R

, зависящая от скорости груза. Расстояние АВ равно l. На прямолинейном участке трубы СЕ на груз действуют сила тяжести  и переменная сила 
[image: image41.wmf]F

, проекция которой на ось х задана. Прямолинейные участки трубы сопряжены дугой ВС окружности радиуса r. На криволинейном участке трубы на груз действует сила тяжести. Найти:


- скорость груза в положениях В и С;


- закон движения груза на участке СЕ.

Трением груза о трубу пренебречь.

Дано: m = 1,5 кг,  Q = 7 Н,  l = 2 м,  V0 = 17 м/с, R  = 0,3V2, Fх = – 10 sin3t, r = 0,1 м, α = 
[image: image42.wmf]о
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, β = 
[image: image43.wmf]о
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.

Решение. Разделим задачу на три части. Сначала определим скорость груза в точке В, рассмотрев движение груза на участке АВ. Затем, приняв скорость груза в точке В на начальную, рассмотрим движение груза на криволинейном участке ВС и определим скорость груза в точке С. Приняв эту скорость на начальную, определим уравнение движения груза на участке СЕ.

1. Определим скорость груза в точке В, рассмотрев движение груза на участке АВ. Задачу будем решать в последовательности, указанной выше. Примем груз D за материальную точку, совершающую прямолинейное движение внутри наклонного участка трубы АВ под углом 90 - ( = 
[image: image44.wmf]о
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 к горизонту (рис. 4.2 ).

Направим ось z вдоль этого участка трубы, совместив начало оси с начальным положением груза в точке А. Положение материальной точки D будет определяться при прямолинейном движении координатой z.

На точку D будут действовать следующие силы: вес груза 
[image: image45.wmf]g

m

P

=

, постоянная сила 

, сила сопротивления движению точки 

, направленная в сторону, противоположную движению, и зависящая от скорости точки V, нормальная реакция стенки трубы 

.

[image: image136.wmf]P

Составим основное уравнение динамики точки D:
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Проектируя (2.7) на ось z и учитывая, что 
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, получим дифференциальное уравнение движения точки D:
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Запишем начальные условия:

при t = 0  z = 0, 
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Принимая во внимание, что по условиям задачи для определения скорости груза в точке В дано не время движения груза на участке АВ, а длина этого участка l, перейдем от независимой переменной t к переменной z:
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Подставляя (2.10) в уравнение (4.8), получим линейное уравнение первого порядка относительно квадрата скорости точки D:
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Обозначим 
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и разделим в уравнении (2.11) переменные:



= (bdz.                                            (2.13)

Взяв в (2.13) от обеих частей интегралы, имеем:
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Определим константу интегрирования С, учитывая начальные условия (2.9):
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Из уравнения (2.15) находим
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Подставляя в (2.16) длину участка z = 2 м и значения a и b из (2.12), получим скорость груза в точке В: 

 = 65,77 + (172 – 65,77) e(0,8 = 166,074 и, следовательно, VB = 12,88 м/с.

2. Рассмотрим движение груза на участке трубы ВС. На криволинейном участке траектории на точку D действуют сила тяжести 
[image: image55.wmf]P

 и реакция стенки трубы 
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 (рис. 2.3). Применим естественные оси плоской траектории точки 
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, направив единичный вектор касательной 
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 в сторону движения точки. За начало отсчета дуги s примем точку В с начальной скоростью 
[image: image59.wmf]B

V

. Основное уравнение динамики точки  D на этом участке имеет вид
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Составим первое уравнение системы дифференциальных уравнений (2.3), спроектировав уравнение (2.17) на касательную 
[image: image62.wmf]t

 и учитывая, что реакция 
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 направлена вдоль главной нормали траектории, т. е. по радиусу дуги окружности с центром в точке О:
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Положение точки на дуге окружности будем определять переменным углом φ, откладывая его от радиуса ОВ. В уравнении (2.18) перейдем к новой переменной φ, учитывая, что 
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Сила тяжести 
[image: image69.wmf]P

 составляет с касательной 
[image: image70.wmf]t

 угол 90–γ (рис. 2.3). Из треугольника 
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 угол 
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. Следовательно, сила тяжести 
[image: image73.wmf]P

 составляет с касательной угол 
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 и проекция силы тяжести на касательную равна 
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Тогда уравнение (2.18) примет вид
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Сокращая на массу  m и разделяя переменные  получим
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Взяв от обеих частей интегралы, имеем
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Учитывая, что при 
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 начальная скорость точки равна 
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, определим в (2.19) константу интегрирования С:
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Следовательно,
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Подставляя в (2.20) значение угла 
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, определим скорость точки в положении С:
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Сравнивая скорости 
[image: image86.wmf]B

V

 и 
[image: image87.wmf]С

V

, видим, что потеря скорости на участке сопряжения невелика при относительно малом радиусе скругления r = 0,1 м. С увеличением радиуса  r, как видно из формулы (2.21), скорость  точки в положении С будет увеличиваться.

3. Рассмотрим движение груза на участке ЕС. Начало оси x совместим с точкой С (рис. 2.4). Скорость точки 
[image: image88.wmf]C

V

 будет начальной для этого участка трубы. Положение точки D будет определяться координатой x. На точку D действуют силы: сила тяжести 

, переменная сила 

, проекция которой на ось x равна: Fx = ( 10sin 3t. Следовательно, при положительном значении функции синуса сила 

 направлена в сторону, противоположную положительному направлению оси x. На точку D действует также нормальная реакция связи 
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Основное уравнение динамики точки D на этом участке будет иметь вид
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Проектируя (2.22) на ось x и учитывая, что 
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, получим дифференциальное уравнение движения точки
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или, разделив обе части уравнения на m = 1,5 кг, при g = 9,8 м/с2 получим


[image: image93.wmf]x
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 = 6,92 – 6,67sin3t.   (4.23)                                  
Зададим начальные условия:

при t = 0 

= 0, 
[image: image94.wmf]0

x

&

= VС .                                           (2.24)

Учитывая, что 
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x

d

x

&

&

&

=

, и разделяя переменные в уравнении (2.23), имеем
d
[image: image96.wmf]x
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 = (6,92 –  6,67sin3t)dt.

После интегрирования находим


[image: image97.wmf]x
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 = 6,92t + 2,22 cos 3t + C1.                                  (2.25)

Разделяя еще раз переменные и интегрируя уравнение (2.25), получим

x = 3,46t2 + 0,74sin3t + C1t + C2.                                         (2.26)

Для определения констант интегрирования C1 и C2 подставим начальные  условия  (2.24) в уравнения (2.25) и (2.26): VС = 2,22 + C1, 0 = =C2, откуда C1 = VС ( 2,22 = 12,98 ( 2,22 = 10,76.

Следовательно, искомый закон движения груза D имеет вид

x = 3,46t2 + 0,74sin 3t + 10,76t.


Пример 2.2. Рассмотрим предыдущий пример в случае, когда сила сопротивления на участке АВ изменяется по закону 
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 и задано время движения груза 
[image: image99.wmf]1
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= 2 с на этом участке.


Решение. В этом случае дифференциальное уравнение движения точки D  на участке АВ (2.8) будет иметь вид
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Подставим заданные в примере 2.1 величины в уравнение (2.27) и разделим на массу:
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Разделяя переменные, уравнение (2.28) запишем в виде
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Взяв в (2.29) от обеих частей интегралы, имеем:
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Константу интегрирования С определим, учитывая начальные условия (2.9):
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Следовательно,
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Откуда при 
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Значение скорости точки через 
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В силу того, что на участке ВС изменится только начальная скорость 
[image: image110.wmf]B
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, скорость точки в положении С по формуле (4.21) будет равна:
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Изменится также константа интегрирования 
[image: image112.wmf]2
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 в формуле (2.26):
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И следовательно, закон движения груза D на участке СЕ будет иметь вид
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ЗАДАНИЯ

В изогнутой трубе, расположенной в вертикальной плоскости (рис. 0-9, табл. 2.1), получив в точке А начальную скорость 
[image: image115.wmf]А

V

, движется груз D массой m. На прямолинейном участке трубы АВ на груз действуют сила тяжести 
[image: image116.wmf]P

, движущая сила 
[image: image117.wmf]Q

 и сила сопротивления среды 
[image: image118.wmf]R

, зависящая от скорости груза. Расстояние АВ равно l. На прямолинейном участке трубы СЕ на груз действуют сила тяжести  и переменная сила 
[image: image119.wmf]F

, проекция которой на ось х задана. Прямолинейные участки трубы сопряжены дугой ВС окружности радиуса r. На криволинейном участке трубы на груз действует сила тяжести. Трением груза о трубу пренебречь. На рис. 0,1,3-6,8,9 один из участков АВ или СЕ направлен либо горизонтально, либо вертикально. 

Определить:


- скорость груза в положениях В и С;


- закон движения груза на участке СЕ.


Необходимые условия даны в табл. 4.2.


Указания к выполнению и пример решения и оформления задачи приведены в [2], стр. 58 ( 65.

Таблица 2.1

	№

рис.
	Задача Д1

	0
	[image: image139.wmf]о

45




Продолжение табл. 2.1
	1
	[image: image140.wmf]A
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	2
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Продолжение табл. 2.1

	3
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Продолжение табл. 2.1
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Продолжение табл. 2.1
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Продолжение табл. 2.1
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                                                                                                             Таблица 2.2
	№

ус-

ло-

вия
	m,

(кг)
	Q,

(Н)
	l,

(м)
	VA,

(м/с)
	r,

(м)
	t1,

(с)
	(,

рис.0,

3,6,9
	(,

рис.

1,4,7
	(,

рис.

2,5,8
	R,
(Н)


	Fx,

(Н)

	0
	1
	4
	2,4
	20
	0,1
	-
	30(
	45(
	60(
	0,1V2
	Sin2t

	1
	1,2
	4,5
	-
	19
	0,15
	2
	30(
	45(
	60(
	0,1V
	2cos2t

	2
	1,4
	5
	2,2
	18
	0,2
	-
	30(
	45(
	60(
	0,2V2
	-3sin3t

	3
	1,6
	5,5
	-
	17
	0,1
	2,5
	30(
	45(
	60(
	0,2V
	-4cos3t

	4
	1,8
	6
	2
	16
	0,15
	-
	30(
	45(
	60(
	0,3V2
	5sin4t

	5
	2,0
	6,5
	-
	15
	0,2
	3
	30(
	45(
	60(
	0,3V
	6cos4t

	6
	1,8
	7
	1,8
	14
	0,1
	-
	30(
	45(
	60(
	0,4V2
	-5sin3t

	7
	1,6
	7,5
	-
	13
	0,15
	2,5
	30(
	45(
	60(
	0,4V
	-4cos3t

	8
	1,4
	8
	1,6
	12
	0,2
	-
	30(
	45(
	60(
	0,5V2
	3sin2t

	9
	1,2
	8,5
	-
	11
	0,1
	2
	30(
	45(
	60(
	0,5V
	2cos2t
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