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Глава 4. Решение контрольных заданий

§4.1. Решение контрольных заданий по теме «Применение 
          теоретических положений алгебры логики для 
          составления и минимизации  логических функций»

4.1.1. Контрольные задания.
Задание 1. Дать письменные ответы на вопросы.
1. Перечислите основные и вспомогательные функции систем ЧПУ.
Основными функциями системы ЧПУ являются:
- запоминание входной информации, в данном случае управляющей (технологической) программы, вводимой в систему ЧПУ тем или иным путем (от перфоленты, от клавиатуры пульта управления, от ЭВМ высшего уровня и т. д.);
- преобразование этой информации по соответствующему закону с учетом состояния управляемых элементов станка и блока коррекции из статической формы в динамическую;
- окончательное преобразование цифровой формы информации в аналоговую, которая затем отрабатывается следящим приводом, т. е. преобразуется из электрической в механическую — перемещение управляемых элементов станка.
Вспомогательные функции системы ЧПУ следующие:
- контроль и редактирование (исправление, коррекция) информации при вводе и преобразованиях;
- индикация информации на различных стадиях преобразования;
- диагностика неисправностей основных устройств системы ЧПУ и системы ЧПУ в целом.
Если основные функции характерны для любой системы ЧПУ, то вспомогательные функции, обеспечивающие удобство работы с системой ЧПУ и ее надежность, появились и развились практически только с началом применения в устройствах ЧПУ ЭВМ, сначала мини-ЭВМ, а затем и микроЭВМ, т. е. в системах CNC числового управления на базе ЭВМ.
2. Перечислите основные виды информационных сигналов. Дайте их определения. 
Выделяют два вида сигналов — дискретный и непрерывный.
Если дискретный сигнал рассматривать как некоторую функцию, то эта функция будет иметь конечное число значений на заданном промежутке времени.
Непрерывный сигнал - это, соответственно, функция, имеющая бесконечное число значений на заданном промежутке времени.
Пример дискретного сигнала — сообщение, закодированное с помощью азбуки Морзе. Непрерывный сигнал — звуковая мелодия, прослушиваемая человеком.
Любой непрерывный сигнал можно дискретизровать, с помощью методов развертки и квантования. Переход от дискретного сигнала к непрерывному осуществляется методами интерполяции.
Каждый день нам приходиться иметь дело с различными видами информации. И отсюда возникает необходимость ее классификации.
3. Дайте классификацию сигналов цифровых устройств.
По способу восприятия информации человеком выделяют следующие виды:
- визуальную — ту информацию, которую человек получает при помощи органов зрения;
- аудиоинформацию — ту, которую мы воспринимаем с помощью органов слуха;
- тактильную — информацию, получаемую при взаимодействии нашей кожи с окружающим миром, с помощью ощущений;
- органолептическую — это всевозможные запахи и вкусы.
По способу кодирования выделяют:
- числовую;
- текстовую (документы, письма и корреспонденция);
- графическую (изображения, схемы, видеофильмы);
- звуковую информацию (речь человека).
4. Дайте краткую характеристику двоичной системы счисления.
Система счисления – это способ отображения чисел на бумаге. Они используются в расчетах на оборудовании и цифровой аппаратуре. Двоичная система счисления сейчас представляет собой один из наиболее востребованных инструментов в вычислительных приборах. Рассмотрим особенности работы с этой системой счисления.
К особенностям двоичной системы счисления следует отнести:
· Использование всего пары цифр (0 и 1). Основание такой системы равно 2. 
· Алгебраические операции, проводимые с числами из двух цифр, не представляют большой сложности.
· Хранение и преобразование сигналов видеоаппаратурой и приборами записи осуществляется в коде, состоящем из 0 и 1.
Цифровые каналы связи обмениваются данными, используя их представление в виде 0 и 1. 
Рассмотрим, как правильно считать и выполнять более сложные преобразования, если в наличии всего 2 цифры:
0 – ноль.
1 – один.
Далее должна идти цифра 2. Она записывается в виде 2 цифр с повышением разряда числа:
10 – два.
И затем для каждой цифры по порядку идет повышение разряда:
11 – три.
100 – четыре.
101 – пять.
110 – шесть.
111 – семь.
После 7 цифры записываются в виде 4 разрядов:
1000 – восемь.
1001 – девять.
1010 – десять.
1011 – одиннадцать.
1100 – двенадцать.
1101 – тринадцать.
1110 – четырнадцать.
1111 – пятнадцать. 
Далее цифры будут представлены в виде 5 разрядов, пока не исчерпаются все возможные комбинации, после этого произойдет очередное повышение разряда.
5. Дайте характеристику цифровых и логических сигналов.
Цифровой сигнал - сигнал данных, у которого каждый из представляющих параметров описывается функцией дискретного времени и конечным множеством возможных значений.
Сигналы представляют собой дискретные электрические или световые импульсы. При таком способе вся емкость коммуникационного канала используется для передачи одного сигнала. Цифровой сигнал использует всю полосу пропускания кабеля. Полоса пропускания - это разница между максимальной и минимальной частотой, которая может быть передана по кабелю. Каждое устройство в таких сетях посылает данные в обоих направлениях, а некоторые могут одновременно принимать и передавать. Узкополосные системы (baseband) передают данные в виде цифрового сигнала одной частоты.
Дискретный цифровой сигнал сложнее передавать на большие расстояния, чем аналоговый сигнал, поэтому его предварительно модулируют на стороне передатчика, и демодулируют на стороне приёмника информации. Использование в цифровых системах алгоритмов проверки и восстановления цифровой информации позволяет существенно увеличить надёжность передачи информации.
Замечание. Следует иметь в виду, что реальный цифровой сигнал по своей физической природе является аналоговым. Из-за шумов и изменения параметров линий передачи он имеет флуктуации по амплитуде, фазе/частоте (джиттер), поляризации. Но этот аналоговый сигнал (импульсный и дискретный) наделяется свойствами числа. В результате для его обработки становится возможным использование численных методов (компьютерная обработка).
В ЭВМ информация, представленная двоичными числами, подвергается арифметической и логической обработке. Поэтому все двоичные константы, переменные, сигналы, операции и выражения, используемые в теории цифровых устройств, можно разделить на два типа:
1. логические (одноразрядные);
2. арифметические (многоразрядные).
В основе логических операций, реализуемых с помощью логических элементов (ЛЭ) и схем, лежит специальный математический аппарат – математическая логика и, прежде всего, алгебра логики (Булева алгебра) или вычисления высказываний.
Высказывание – это любое утверждение, о котором можно сказать одно из двух взаимоисключающих утверждений – “ложно” или “истинно”.
Простые логические высказывания могут быть объединены в логические выражения с помощью основных логических операций, отражающих их логические связи.
Проектирование экономичных логических схем осуществляется с помощью специального математического аппарата, содержащего регулярные методы выполнения некоторых важных этапов решения этой задачи. Этот аппарат предложен в середине 19 века английским математиком Джорджем Булем для исчисления высказываний в формальной логике и носит название алгебры Буля или булевой алгебры.
С появлением сложных переключаемых схем булева алгебра легла в основу теории схем, называемых логическими. Впервые возможность применения булевой алгебры для этих целей была показана независимо В. И. Шестаковым (1936 г.) и Клодом Шенноном (1938 г.).
Логическая (булева, двоичная) константа – это константа, которая занимает один разряд (бит) и всегда принимает только одно из двух постоянных значений: “0” (“ложь”) [False] или “1” (“правда”) [True].
В логике константа “0” может соответствовать отсутствию чего-либо (например, то же понятие “ложь” можно понять как “отсутствие правды”), а константа “1” – наличию чего-либо.
Логическая (булева) переменная отличается от константы только тем, что её значение со временем может меняться (т. е. оно не постоянно), причём в одно и то же время она может принимать только одно из двух значений: “0” или “1”.
Логические переменные обычно обозначаются через x, y, z или другие буквы латинского алфавита.
Другое определение логической: переменная х, которая может принимать то или иное значение из набора {0, 1}, называется логической.
Логический сигнал– это физический процесс, соответствующий конкретной логической константе или переменной. Из этого определения следует, что логический сигнал в общем случае может быть как постоянным, так и переменным.
В таком сигнале логическим уровням “0” и “1” соответствуют свои физические уровни в зависимости от способа кодирования (потенциальная, импульсная или смешанная), типа логики (положительная или отрицательная) и значений потенциалов уровней.
Логическая операция– это логическое действие, выполняемое над логическими константами и переменными, а также сигналами.
Результатом логической операции также может быть только одно из двух значений: “0” или “1”.
Логическое выражение– это выражение, составленное из логических констант, переменных, над которыми выполняются определённые логические операции. Результатом логического выражения является одно из двух значений: “0” или “1”.
6. Назовите, что такое алгебра логики.
Алгебра логики (алгебра высказываний) — раздел математической логики, в котором изучаются логические операции над высказываниями. Чаще всего предполагается, что высказывания могут быть только истинными или ложными, то есть используется так называемая бинарная или двоичная логика, в отличие от, например, троичной логики.
7. Напишите основные аксиомы алгебры логики для одной переменной и поясните их схемами.
Под логической аксиомой понимается формула логико-математического языка, принимаемая в качестве аксиомы при построении формальной теории, истинная в любой структуре для данного языка в силу смысла логических символов. Логические аксиомы выбираются таким образом, чтобы множество логических следствий из аксиом в точности совпадало с множеством теорем [24]. В дедуктивных научных теориях аксиомами называют основные исходные положения, из которых путем дедукции, то есть чисто логическими средствами, извлекается все остальное содержание теорий.
Алгебра логики строится на основе следующих аксиом:
1. [bookmark: axiom1]Переменная может принимать лишь одно из двух возможных значений: 
	x = 0, если x <> 1;
	

	x = 1, если x <> 0.
	(1.1.)


2. [bookmark: axiom2]Вводится преобразование, называемое инверсией, такое, что 
	0 = 1;
	

	1 = 0.
	(1.2.)


3. [bookmark: axiom3]Вводится преобразование (x v y), называемое дизъюнкцией, для которого справедливы соотношения: 
	0 v 0 = 0;
	

	1 v 1 = 1;
	

	1 v 0 = 0 v 1 = 1.
	(1.3.)


4. [bookmark: axiom4]Вводится преобразование (x & y), называемое конъюнкцией, которое определяется соотношениями: 
	0 & 0 = 0;
	

	1 & 1 = 1;
	

	1 & 0 = 0 & 1 = 0.
	(1.4.)


5. [bookmark: axiom5]Во избежание многократных скобочных записей вводится приоритетность выполнения операций: 
	а) инверсия
	( – );
	

	б) конъюнкция
	( & );
	

	в) дизъюнкция
	( v );
	

	г) равенство
	( = ).
	(1.5.)



8. Назовите основные теоремы алгебры логики.
Принцип двойственности
Запишем алгоритм выполнения операций ИЛИ и И, расположив строки таблицы для операции И в обратном порядке – снизу вверх:
	Или 
0 \/ 0 = 0
0 \/ 1 = 1
1 \/ 0 = 1
1 \/ 1 = 1
	И
1 · 1 = 1
1 · 0 = 0
0 · 1 = 0
0 · 0 = 0


Если в этих таблицах переменные заменить их инверсиями, а знаки дизъюнкции на знаки конъюнкции и наоборот, то алгоритмы меняются местами. Таблица истинности для ИЛИ становится таблицей истинности для И и наоборот.
В этом состоит принцип двойственности, который в общем виде записывается так:
[image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image83.gif], [image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image84.gif].
Для любого числа переменных это правило, называемое еще теоремой де Моргана, имеет вид:
[image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image86.gif].
На практике принцип двойственности приводит к тому, что логический элемент, выполняющий в положительной логике операцию И, в случае отрицательной логики будет выполнять операцию ИЛИ.
Для преобразования выражений алгебры логики с целью их упрощения или приведения к удобному виду используются, как и в обычной алгебре, скобки, а если их нет, то сначала выполняется отрицание (инверсия) над отдельными переменными, затем логическое умножение (конъюнкция), затем логическое сложение (дизъюнкция). Если же знак инверсии расположен над целым выражением, то она выполняется в последнюю очередь.
В алгебре логики используется целый ряд теорем.
Теоремы для одной переменной:
A \/ 0 = A           4. A \/ Ā = 1         7. A · A = A
2. A \/ 1 = 1           5. A · 0 = 0         8. A · Ā = 0
3. A \/ A = A           6. A · 1 = 1         9. [image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image87.gif]
Теоремы для двух и более переменных:
10. а) A \/ B = B \/ A,         б) AB = BA 
переместительный закон, означает, что все входы логического элемента равнозначны.
11. а) A \/ B \/ C = A \/ (B \/ C) = (A \/ B) \/ C,
б) ABC = A(BC) = (AB)C – сочетательный закон.
12. а) A (B \/ C) = AB \/ AC, б) A \/ BC = (A \/ B)(A \/ C) – распределительный закон.
Данная теорема и все последующие вытекают из принципа двойственности. Применим его к выражению 12, а:
[image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image88.gif]– левая часть,
[image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image89.gif]– правая часть.
Введя новые обозначения: [image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image90.gif], получим обозначения: [image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image91.gif], а это и есть теорема 12, б.
13. а) A \/ AB = A, б) A(A \/ B) = A 
– закон поглощения (A поглощает B).
Доказательство 13, а:
A \/ AB = A(1 \/ B) = A · 1 = A, (используя теоремы 2, 6).
Теорема 13, б следует из принципа двойственности.
14. а) [image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image92.gif], б) [image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image93.gif].
Доказательство 14.а:
[image: http://bourabai.ru/toe/ic/Image94.gif], (используя теоремы 8 и 1).
Теорема 14, б следует из принципа двойственности.
15. а) AB \/ ĀB = B, į) (A \/ B)(Ā \/ B) = B, закон склеивания (склеивание по A).
Доказательство 15, а:
AB \/ ĀB = B(A \/ Ā) = B · 1 = B, (используя теоремы 4 и 6).
Теорема 15, б следует из принципа двойственности.
9. Перечислите формы записи логической функции.
Логические функции могут быть записаны либо в аналитическом, либо в табличном виде. Табличная форма записи представляет собой таблицу истинности. В аналитической форме записи функция представляет собой формулу, состоящую из булевых констант и переменных, связанных операциями И, ИЛИ, НЕ. 

Пример: 
Различают две нормальные формы записи логических функций: 
1. Дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ) - представляет собой логическую сумму элементарных конъюнкций (минтермов). 

Пример: .
2. Конъюнктивная нормальная форма (КНФ) - представляет собой логическое произведение элементарных дизъюнкций (макстермов). 

Пример: .
Минтерм (конституента единицы) – конъюнкция, которая связывает только отдельные переменные в прямом или инверсном виде. 



Пример:      
Макстерм (конституента нуля) – дизъюнкция, которая связывает отдельные переменные в прямом или инверсном виде. 


Пример:    
Число переменных, составляющих элементарную дизъюнкцию или конъюнкцию называется рангом.
Любая переключательная функция может иметь несколько ДНФ и КНФ. Однозначность представления выполняется при записи переключательной функции в совершенной нормальной форме.
Совершенная ДНФ (СДНФ) – форма записи логической функции в виде дизъюнкции элементарных конъюнкций, для которых значение функции равно единице. При этом каждая конъюнкция включает в себя каждую переменную только один раз в прямом или инверсном виде. 

Пример: .
Совершенная КНФ (СКНФ) – запись логической функции в виде конъюнкции элементарных дизъюнкций, для которых значение функции равно нулю. При этом каждая дизъюнкция включает в себя каждую переменную только один раз в прямом или инверсном виде.

.
Переход от таблицы истинности к СДНФ и СКНФ
Для перехода от таблицы истинности к СДНФ нужно выполнить следующие действия:
1. Составить минтермы для тех строк таблицы истинности, на которых функция равна 1. При этом, если значения переменных в строке равно 0, то в минтерме она записывается со знаком отрицания.
2. Записать дизъюнкцию от составленных минтермов.
Пример: 
	№
	A
	B
	C
	F

	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	0

	2
	0
	1
	0
	1

	3
	0
	1
	1
	0

	4
	1
	0
	0
	1

	5
	1
	0
	1
	1

	6
	1
	1
	0
	0

	7
	1
	1
	1
	1










1. .

2. .
Для перехода от таблицы истинности к СКНФ необходимо выполнить следующие действия:
1. Составить макстермы для тех строк таблицы истинности, в которых функция равна 0. При этом переменная записывается с отрицанием, если её значение в строке равно 1.
2. Записывается конъюнкция от составления макстермов.
Пример:

1. .

2. .
СДНФ и СКНФ связаны между собой следующим соотношением:  

.
10. Расскажите, что такое таблица истинности. Приведите ее.
Таблица истинности — это таблица, описывающая логическую функцию.
Под «логической функцией» в данном случае понимается функция, у которой значения переменных (параметров функции) и значение самой функции выражают логическую истинность. Например, в двузначной логике они могут принимать значения «истина» либо «ложь» ( t r u e {\displaystyle true} true либо f a l s e {\displaystyle false} false, 1 {\displaystyle 1} 1 либо 0 {\displaystyle 0} 0).
Табличное задание функций встречается не только в логике, но для логических функций таблицы оказались особенно удобными, и с начала XX века за ними закрепилось это специальное название. Особенно часто таблицы истинности применяются в булевой алгебре и в аналогичных системах многозначной логики.
Таблицы истинности для основных двоичных логических функций
1. Конъюнкция (логическое умножение) – сложное логическое выражение, которое является истинным только в том случае, когда истинны оба входящих в него простых выражения. 
Обозначение: 
[image: http://ru.solverbook.com/my_images/pic778.png]
2. Дизъюнкция (логическое сложение) – это сложное логическое выражение, которое истинно, если хотя бы одно из простых логических выражений истинно и ложно, если оба простых логических выражения ложны.
Обозначение: 
[image: http://ru.solverbook.com/my_images/pic779.png]
3. Импликация (логическое следствие) – это сложное логическое выражение, которое является ложным тогда и только тогда, когда условие истинно, а следствие ложно. 
Обозначение: 
[image: http://ru.solverbook.com/my_images/pic780.png]
4. Эквиваленция – это сложное логическое высказывание, которое является истинным только при одинаковых значениях истинности простых выражений, входящих в него.
Обозначение: 
[image: http://ru.solverbook.com/my_images/pic781.png]
5. Логическое отрицание (инверсия) делает истинное высказывание ложным и, наоборот, ложное – истинным. 
Обозначение: 
[image: http://ru.solverbook.com/my_images/pic782.png]
6. Штрих Шеффера – операция, отрицающая конъюнкцию, т.е. значение ложно тогда и только тогда, когда оба простых выражения истинны.
Обозначение: 
[image: http://ru.solverbook.com/my_images/pic783.png]
7. Стрелка Пирса – операция, отрицающая конъюнкцию, т.е. значение истинно тогда и только тогда, когда оба простых выражения ложны.
Обозначение: 
[image: http://ru.solverbook.com/my_images/pic784.png]

11. Укажите что такое минимизация логических функций и ее назначение.
Минимальной формой логической функции называется такая форма, которая не допускает больше никаких упрощений. При минимизации функции исходят из требования минимальной затраты оборудования, так как каждой элементарной логической функции соответствуют определённые физические элементы (И, ИЛИ, НЕ). 
Существуют следующие методы минимизации логических функций:
1. Метод последовательного исключения переменных.
2. С помощью карт Карно.
Метод последовательного исключения переменных

Метод последовательного исключения переменных выполняется с помощью основных законов и тождеств алгебры логики. Исключение переменных из минтерма происходит при прибавлении к нему минтерма, отличающегося от него только одной переменной.(склеивание минтермов). Этот метод не даёт гарантии получения минимальной формы. Он может привести к получению одной из тупиковых форм, которые больше не упрощаются, но не являются минимальными.
Пример:



12. Расскажите о  методе карт Карно.
Карта Карно – графическое представление таблицы истинности. Общий вид карты Карно для 2-х, 3-х и 4-х переменных представлен на рис.2.

	A
	B
	X
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B
	0
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	11
	10

	0
	0
	X0
	
	
	
	
	
	0
	0
	0
	X0
	
	
	
	
	
	

	0
	1
	X1
	
	0
	X0
	X2
	
	0
	0
	1
	X1
	
	0
	X0
	X2
	X6
	X4

	1
	0
	X2
	
	1
	X1
	X3
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	X7
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Рис. 2. Таблицы истинности и соответствующие им карты Карно:
а – для 2-х переменных; б – 3-х переменных; в – 4-х переменных
	A
	B
	C
	D
	X
	
	AB
CD
	00
	01
	11
	10

	0
	0
	0
	0
	X0
	
	
	
	
	
	

	0
	0
	0
	1
	X1
	
	00
	X0
	X4
	X12
	X8

	0
	0
	1
	0
	X2
	
	01
	X1
	X5
	X13
	X9

	0
	0
	1
	1
	X3
	
	11
	X3
	X7
	X15
	X11

	0
	1
	0
	0
	X4
	
	10
	X2
	X6
	X14
	X10

	0
	1
	0
	1
	X5
	
	
	
	
	
	

	0
	1
	1
	0
	X6
	
	
	
	
	
	

	0
	1
	1
	1
	X7
	
	
	
	
	
	

	1
	0
	0
	0
	X8
	
	
	
	
	
	

	1
	0
	0
	1
	X9
	
	
	
	
	
	

	1
	0
	1
	0
	X10
	
	
	
	
	
	

	1
	0
	1
	1
	X11
	
	
	
	
	
	

	1
	1
	0
	0
	X12
	
	
	
	
	
	

	1
	1
	0
	1
	X13
	
	
	
	
	
	

	1
	1
	1
	0
	X14
	
	
	
	
	
	

	1
	1
	1
	1
	X15
	
	
	
	
	
	

	в)


	0 – соответствует инверсному значению переменных, 1 – прямому.
Соседние клетки карты Карно должны отличаться значением только одной переменной. Крайние клетки любого столбца или строки также являются соседними, т.к. отличаются на одну переменную. 
Карты Карно применяются для минимизации функций, имеющих не более 6 переменных. Карта Карно используется следующим образом:
1) Для заданной переключательной функции составляется карта Карно;
2) На ней отмечаются единицами те клетки, которые включают в себя минтермы, входящие в состав переключательной функции. Остальные клетки остаются пустыми или ставится 0.
3) Клетки, отмеченные единицами, объединяются в группы по следующим правилам:
Правило 1. Объединяются клетки, составляющие полные квадраты из 4 и 16 клеток;
Правило 2. Объединяются клетки, составляющие полные столбцы или ряды на 2, 4 или 8 клеток, а также два рядом расположенных столбца или ряда из 4, 8 или 16 клеток;
Правило 3. Объединяются 2 соседние клетки в столбце или ряду;
Правило 4. объединяются клетки, пары соседних клеток, клетки, образующие квадраты, столбцы или ряды, если они расположены симметрично либо относительно центральной вертикальной или горизонтальной оси карты Карно, либо относительно вертикальной оси одной из половин (левой или правой) карты Карно функции пяти переменных, либо относительно вертикальной или горизонтальной оси одной из четвертей карты Карно шести переменных.
Правило 5. Одна и та же клетка может входить в несколько групп.
При использовании карты Карно основная задача состоит в том, что все единичные клетки на карте необходимо объединить в минимальное число групп максимального размера. Полученные группы считываются в виде конъюнкций, в которые входят переменные общие, для всех минтермов, соответствующих этим клеткам. В результате преобразований из минтермов, объединённых в группы, получают конъюнкции содержащие меньшее число переменных. Число  конъюнкций в полученной минимизированной ДНФ должно быть равно количеству групп в карте Карно. 
Используя различные варианты объединений можно получить несколько различных минимизированных функций, из которых выбирается та, которая обеспечивает наилучшую схемную реализацию.


Пример. Задана переключательная функция в виде таблицы истинности. Требуется найти ,  .
	№
	A
	B
	C
	D
	F

	0
	0
	0
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	1

	2
	0
	0
	1
	0
	0

	3
	0
	0
	1
	1
	1

	4
	0
	1
	0
	0
	0

	5
	0
	1
	0
	1
	1

	6
	0
	1
	1
	0
	1

	7
	0
	1
	1
	1
	1

	8
	1
	0
	0
	0
	1

	9
	1
	0
	0
	1
	1

	10
	1
	0
	1
	0
	0

	11
	1
	0
	1
	1
	1

	12
	1
	1
	0
	0
	0

	13
	1
	1
	0
	1
	1

	14
	1
	1
	1
	0
	0

	15
	1
	1
	1
	1
	1











        1) Составим карту Карно и объединим в группы единичные клетки.
	AB
CD
	00
	01
	11
	10

	
	
	
	
	

	00
	1
	
	
	1

	01
	1
	1
	1
	1

	11
	1
	1
	1
	1

	10
	
	1
	
	








.
2) Для получения минимизированной КНФ группируются пустые клетки. Пустые клетки представляют собой инверсные значения ДНФ, т.е. КНФ.




Задание 2. Решить задания для указанного (заданного) варианта.

4.1.2. Варианты контрольных заданий.
Вариант 4.
Задание 1.Записать число 81 в двоичной системе счисления.
1010001
Задание 2. Записать число 111111 в десятичной системе счисления.
63
Задание 3. Сложить два числа 10111 и 11100.
110011
Задание 4. Найти разность двух чисел 10001 и 1010.
111
Задание 5. Необходимо перемножить два числа 111 и 1001.
111111
Задание 6. Разделить 37 на 64, выраженных в двоичной системе счисления.
100101/1000000=0
Задание 7. Упростить логическое выражение:

.





y =  *  +  *  + 




y =  * ( + ) + 
Задание 8. Пусть имеется логическая функция

. Требуется минимизировать ее. 









y =  * (*+ *  +  *  +  * )







y =  * ((*(+) +  * ( + ))





[bookmark: _GoBack]y =  * ((+)*(+))



§4.2. Решение контрольных заданий по теме «Построение схем на логических элементах»

4.2.1. Контрольные задания.

Задание 1. Дать письменные ответы на вопросы.
1. Назовите основные логические элементы, используемые в электронике.
- элемент ИЛИ;
- элемент И, НЕ;
- элемент ИЛИ-НЕ;
- элемент И-НЕ.
2. Расскажите об устройстве и принципе действия элемента «ИЛИ». 
Устройства ЧПУ, как любые цифровые устройства, включая ЭВМ, состоят из основных логических элементов и элементов памяти. К основным логическим элементам относятся физические элементы, реализующие логические функции «ИЛИ», «И», «НЕ», т. е. осуществляющие логические суммирование, умножение и отрицание. Элементы памяти также могут состоять из этих же логических элементов, соединенных в триггеры.
Узлы цифровых устройств реализуются в виде серийно выпускаемых стандартных логических элементов, образующих их элементную базу, которая состоит из серии функционально различных логических элементов. Эти элементы конструктивно оформлены в одинаковых корпусах, содержащих несколько логических элементов, которые устанавливают на блоках, панелях или платах (в зависимости от конструкции этих элементов) и соединяют между собой внешним монтажом. Основным свойством логических элементов определенной серии является возможность их последовательного включения, в связи с чем предусмотрен одинаковый уровень их входных и выходных сигналов. Из основных логических элементов можно построить любую сколь угодно сложную схему, реализующую любую логическую функцию. Например, можно построить логические схемы со многими входами и выходами, служащие для преобразования кодов из одной формы в другую.
Логические элементы (узлы) предназначены для, выполнения различных логических (функциональных) операций над дискретными сигналами при двоичном способе их представления.
Преимущественное распространение получили логические элементы потенциального типа. В них используются дискретные сигналы, нулевому значению которых соответствует уровень низкого потенциала, а единичному значению — уровень высокого потенциала (отрицательного или положительного).  Связь потенциального логического элемента с предыдущим и последующими узлами в системе осуществляется непосредственно, без применения реактивных компонентов. Благодаря этому преимуществу именно потенциальные логические элементы нашли почти исключительное применение в интегральном исполнении в виде микросхем. С позиций использования логических микросхем потенциального типа и проводится далее рассмотрение логических элементов. Логические биполярные микросхемы чаще выполняют на транзисторах типа n-p-n с напряжением питания Eti>0. Этим объясняется, что используемые здесь сигналы имеют положительную полярность. Уровню высокого положительного потенциала («1») на выходе соответствует закрытое состояние транзистора, а уровню низкого потенциала («0») — его открытое состояние. С этой точки зрения, в частности, и следует понимать действие сигнала на входе логического элемента, имеющего непосредственную связь с другими элементами в конкретной схеме. Для упрощения уровень низкого потенциала сигнала полагаем равным нулю, а процесс перехода транзистора из одного состояния в другое — достаточно быстрым.
Логические интегральные микросхемы являются элементами, на основе которых выполняются схемы цифровой техники, в частности, применяемые в устройствах систем ЧПУ.
Логический элемент ИЛИ. Логический элемент ИЛИ имеет несколько входов и один общий выход. Его условное обозначение показано на рис.3.1, а.
Логический элемент ИЛИ выполняет операцию логического сложения (дизъюнкции):
                                         [image: ] 			(3.1)
где F - функция; х1, х2, х3,..., хn — аргументы (переменные, двоичные сигналы на входах).
[image: ]Здесь функция F=0, когда все ее аргументы равны нулю, и F=1 при одном, нескольких или всех аргументах, равных единице. Работу схемы двухвходового логического элемента ИЛИ иллюстрируют таблица истинности и временные диаграммы, приведенные на рис.3.1,б, в. Моделью двухвходового элемента ИЛИ может служить схема с двумя параллельно включенными ключами. Если оба ключа выключены (аргументы равны нулю), то напряжение на выходе равно нулю и F=0. При одном или двух включенных ключах напряжение на выходе равно Е и F=1.
[image: ][image: ]F




в)


Рис.3.1. Условное обозначение логического элемента ИЛИ (а), его таблица истинности и временное диаграммы (б, в)

Наиболее просто элемент ИЛИ реализуется на диодах (рис.3.2). Значение F=1 на выходе создается передачей входного сигнала вследствие отпирания соответствующего диода. К диодам, для которых входной сигнал равен нулю, прикладывается обратное напряжение, и они находятся в закрытом состоянии.
[image: ]
Рис.3.2. Схема логического элемента ИЛИ на диодах

На практике возможны случаи, когда число входов используемого логического элемента ИЛИ превышает количество входных сигналов. Неиспользуемые входы заземляют. Тем самым исключается возможность прохождения помех через элемент ИЛИ от наводок по неиспользованным входам.

3. Расскажите об устройстве и принципе действия элемента «И». 
Логический элемент И. Логический элемент И также имеет несколько входов и один выход. Его условное обозначение показано на рис.3.3, а.
Логический  элемент  И  выполняет  операцию логического умножения (конъюнкции):

[image: ]                              			  (3.2)
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в)


Рис.3.3. Условное обозначение логического элемента И (а), 
его таблица истинности и временные диаграммы (б, в)

Здесь функция F=0, если один из ее аргументов равен нулю, и F=1 при всех аргументах, равных единице.
Работу схемы двухвходового логического элемента И иллюстрируют таблица истинности и временные диаграммы, приведенные на рис.3.3,б,в. Элемент И является схемой совпадения: сигнал «1» на выходе появляется при совпадении сигналов «1» на всех входах. Моделью двухвходового элемента И может служить схема с двумя последовательно включенными ключами и источником питания. Простейшая схема элемента И на диодах приведена на рис.3.4. Отличие от схемы элемента ИЛИ (см. рис.3.2) заключается в изменении полярности включения диодов и наличии резистора R подключенного к шине «+» источника питания. Схема работает следующим образом. При всех входных сигналах, равных единице, на катодах диодов имеется положительный потенциал относительно общей точки и все диоды закрыты. На выходе схемы создается напряжение ER2/(R1+R2), определяющее F=1. При нулевом значении сигнала хотя бы на одном из входов соответствующий диод будет проводить ток и шунтировать резистор R2, выполняющий, как и резистор R в схеме рис.3.2, роль нагрузки. Напряжение на выходе при этом определяется падением напряжения на открытом диоде и близко к нулю (F=0). Увеличение числа входов с нулевым значением сигнала приводит только к увеличению числа проводящих диодов, а функция F остается равной нулю.
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Рис.3.4. Схема логического элемента И на диодах

В случае применения логического элемента И, имеющего число входов, большее количества входных сигналов, неиспользуемые входы элемента соединяют с шиной «+» источника питания (подают сигнал логической «1»).
Диоды неиспользуемых входов будут находиться в закрытом состоянии. Это уменьшает вероятность прохождения помех на выход элемента И от наводок по неиспользованным входам. Поведение логического элемента будет зависеть от комбинации входных сигналов.

4. Расскажите об устройстве и принципе действия элемента «НЕ».
Логический элемент НЕ. Логический элемент НЕ имеет один вход и один выход. Его условное обозначение показано на рис.3.5,а.
Элемент НЕ выполняет операцию инверсии (отрицания), в связи с чем его часто называют логическим инвертором. 
Сигналу х=0 на входе соответствует F=1 и, наоборот, при x=1 F=0.
Работу схемы логического элемента НЕ иллюстрируют таблица истинности и временные диаграммы, приведенные на рис.3.5,б,в. Логический элемент НЕ представляет собой ключевую схему на транзисторе (рис.3.6). При х=0 (Uвх=0) транзистор закрыт, напряжение uкэ=Ек, т.е. F=1. При х=1 (Uвх=Uвхотп) транзистор открыт, напряжение F=0. Открытое состояние транзистора обеспечивается заданием тока базы, вводящего транзистор в режим насыщения.
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Рис.3.5. Условное обозначение логического элемента НЕ (а), его
 таблица истинности и временные диаграммы (б, в)
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Рис.3.6. Схема логического элемента НЕ

5. Расскажите об устройстве и принципе действия элемента «ИЛИ-НЕ».
Логический элемент ИЛИ-НЕ. Условное обозначение логического элемента ИЛИ-НЕ показано на рис.3.7,а. Он объединяет элементы ИЛИ и НЕ с очередностью проведения операций, показанной в таблице истинности рис.3.7,б. В связи с этим входным сигналам, равным единице, соответствует логический «0» на выходе, а при нулевых сигналах на всех входах F=1. Функциональная операция, выполняемая элементом ИЛИ-НЕ при n входах, определяется выражением
                                 [image: ]                        (3.3)
На рис.3.8,а приведена схема логического элемента ИЛИ-НЕ, представляющая собой последовательное соединение элемента ИЛИ на диодах и элемента НЕ. Логические схемы подобного сочетания определяют, в частности, класс элементов так называемой диодно-транзисторной логики (ДТЛ). Принцип действия элемента ясен из диаграмм рис.3.8,б, где показаны сигналы x1 и х2 на входах, сигнал у на выходе элемента ИЛИ и выходная функция F.
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Рис. 3.7. Условное обозначение логического элемента ИЛИ-НЕ (а),
его таблица истинности (б)
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                             а)                                          б)
Рис.3.8. Схема логического элемента ИЛИ-НЕ ДТЛ (а)
и его временные диаграммы (б)


6. Расскажите об устройстве и принципе действия элемента «И-НЕ».
Логический элемент И-НЕ. Условное обозначение логического элемента И-НЕ показано на рис.3.9,а. Ему эквивалентна структурная схема, показанная на рис.3.9,б. Логической «1» на всех информационных входах соответствует логический «0» на выходе элемента. При логическом «0» на одном из входов создается логическая «1» на выходе. Для двухвходового элемента И-НЕ сказанное отражено в таблице истинности на рис.3.9,в. Логическая функция элемента И-НЕ при n входах отвечает выражению
                                        [image: ]                                (3.4)
[image: ]На рис.3.10,а приведена схема логического элемента И-НЕ ДТЛ. Принцип действия элемента иллюстрируют временные диаграммы рис.3.10,б. При логических «1» на обоих входах диоды Д1, Д2 закрыты. В схеме образуется цепь + ЕИ — RG — Д— Д, которая обеспечивает протекание тока базы EH/R6 транзистора. Транзистор открыт и насыщен, F=0.
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Рис.3.9. Условное обозначение логического элемента И-НЕ (а),
[image: ]его функциональный эквивалент (б) и таблица истинности (в)
[image: ]






Рис.3.10. Схема логического элемента И-НЕ ДТЛ (а) и его временные диаграммы (б)

При логическом «0» на одном из входов (например, x1) открывается диод этого входа (Д1). Образуется цепь, в которой ток резистора Rб (рис.3.10,а) протекает через открытый диод (Д1) и источник сигнала логического «0» (x1). При этом цепь Д' — Д" — эмиттерный переход транзистора — оказывается шунтированной цепью с проводящим диодом. Ток базы транзистора равен нулю, транзистор закрыт, F=1.
Поскольку напряжение на открытом диоде входной цепи, а также напряжение входа логического «0» реально больше нуля, точка у на рис.3.10,а имеет некоторый положительный потенциал относительно эмиттера транзистора. В отсутствие диодов Д', Д" это могло бы привести к отпиранию транзистора. При их введении напряжение между точкой у и эмиттером транзистора будет приложено к диодам, а напряжение Uбэ транзистора близко к нулю.
Наличие усилительного элемента, транзистора, в логических микросхемах ИЛИ-НЕ и И-НЕ классов ДТЛ и ТТЛ определяет такое их важное преимущество, как сохранение неизменного уровня напряжения, соответствующего логической «1», в процессе передачи сигнала при их последовательном соединении. В связи с этим указанные элементы, а также элемент НЕ являются базовыми в микросхемотехнике. В общем корпусе выпускаемых микросхем обычно содержится несколько элементов одного типа.

Функцию И-НЕ называют функцией Шеффера (штрихом Шеффера) и обозначают в виде у=x1|x2, а функцию ИЛИ-НЕ — функцией Пирса (стрелкой Пирса) и обозначают в виде . Базис И-НЕ называют базисом Шеффера, а базис ИЛИ-НЕ — базисом Пирса.
Логическое устройство, реализованное в базисе И-НЕ (ИЛИ-НЕ), имеет преимущества по сравнению с устройством, реализованным в базисе И, ИЛИ, НЕ:
уменьшение номенклатуры элементов до одного типа, что упрощает компоновку устройства и его ремонт;
наличие в каждом элементе инвертора (усилителя), который компенсирует затухание потенциалов при передаче их через коныонктор или дизъюнктор элемента. Благодаря этому не накапливается затухание сигнала при прохождении его через ряд последовательно включенных элементов, что могло бы вызвать снижение уровня U1 (лог. 1). Кроме того, инвертор увеличивает нагрузочную способность элемента: подключение допустимого числа других элементов к его выходу не вызывает заметного уменьшения на нем уровней потенциалов (что важно для U1), а наличие емкости на выходе не вызывает длительного переходного процесса при смене потенциалов.

7. Укажите разницу схем ДТЛ и ТТЛ.
Наиболее простой логический элемент получается при помощи диодов. Схема базового логического элемента диодной логики приведена на рисунке 1.
[image: Принципиальная схема базового логического элемента "2И", выполненного на диодах]
Рисунок 1. Принципиальная схема базового логического элемента "2И", выполненного на диодах 
В схеме базового логического элемента на диодах при подаче нулевого потенциала на любой из входов (или на оба сразу) через резистор R1 будет протекать ток, и на его сопротивлении возникнет падение напряжения. В результате на выходе схемы базового логического элемента будет присутствовать единичный потенциал только если подать единичный потенциал сразу на оба входа микросхемы. То есть приведенная схема базового логического элемента реализует функцию "2И". 
Количество входов логического элемента "И" зависит от количества диодов. Если использовать два диода, то получится логический элемент "2И", если три диода — то логический элемент "3И", если четыре диода, то логический элемент "4И", и так далее. В микросхемах средней интеграции выпускается максимальный логический элемент "8И".
Приведенная схема логического элемента "И" обладает таким недостатком, как смещение логических уровней на ее выходе. Напряжение нуля и напряжение единицы на выходе схемы выше входных уровней на 0.7 В. Это вызвано падением напряжения на входных диодах. Скомпенсировать это смещение уровней можно диодом, включенном на выходе схемы диодного логического элемента, как это показано на рисунке 2.
[bookmark: Zaschita][image: Принципиальная схема усовершенствованного логического элемента "2И", выполненного 
   на диодах]
Рисунок 2. Принципиальная схема усовершенствованного логического элемента "2И", выполненного на диодах 
В этой схеме логического элемента логические уровни на входе и выходе схемы одинаковы. Более того, схема логического элемента, приведенная на рисунке 2, будет нечувствительна не только к входным напряжениям, большим напряжения питания схемы, но и к отрицательным входным напряжениям. Диоды выдерживают напряжение до сотен вольт. Поэтому такая схема до сих пор используется для защиты цифровых устройств от перегрузок по напряжению, возникающих, например, в цепях, выходящих за пределы устройства. Естественно, что для защиты одного входа достаточно одного диода на входе элемента. В результате получается только схема защиты без логической функции "И".
К сожалению приведенные схемы логических элементов не могут каскадироваться, так как мощность сигнала при распространении по схеме уменьшается. Поэтому к схеме диодного логического элемента "И" обычно подключается двухтактный усилитель на биполярных транзисторах. Схема такого логического элемента приведена на рисунке 3.
[image: http://digteh.ru/digital/DTL/03.gif]
Рисунок 3. Принципиальная схема базового логического элемента ДТЛ микросхемы 
Усилитель, использованный в схеме на рисунке 3, позволяет вырабатывать как втекающий, так и вытекающий выходной ток. Тем не менее следует помнить, что это источник напряжения, и если не ограничить выходной ток микросхемы, то можно вывести ее из строя.
Приведенный на рисунке 3 логический элемент используется в таких современных сериях микросхем как 555, 533, 1531, 1533. Да, да! Не следует удивляться тем, кто привык считать эти микросхемы ТТЛ микросхемами. Микросхемы приведенных серий ведут себя как ТТЛ микросхемы (обладают входными и выходными токами, совместимыми с ТТЛ микросхемами и воспринимают не ДТЛ, а ТТЛ логические уровни), но при этом внутри они реализованы по схеме ДТЛ логических элементов. В приведенных сериях цифровых микросхем для повышения быстродействия применяются транзисторы и диоды Шоттки.
Обратите внимание, что транзистор VT1 инвертирует сигнал на выходе элемента "И". В результате вместо логической 1 на выходе присутствует логический 0. И наоборот, вместо логического нуля на выходе присутствует логическая единица, а схема в целом реализует логическую функцию "2И-НЕ":
[bookmark: fig4][image: http://digteh.ru/digital/DTL/fm01.gif]
Условно-графическое изображение ДТЛ логического элемента "2И-НЕ" показано на рисунке 4, а таблица истинности приведена в таблице 1
[bookmark: TblAndNot][image: http://digteh.ru/digital/DTL/04.gif]
Рисунок 4. Условно-графическое изображение логического элемента "2И-НЕ" Таблица 1. Таблица истинности схемы, реализующей логическую функцию "2И-НЕ" 
	x1
	x2
	F

	0
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	0


На основе базового элемента ДТЛ строится и инвертор. В этом случае на входе используется только один диод. Схема ДТЛ инвертора приведена на рисунке 5. 
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Рисунок 5. Принципиальная схема инвертора ДТЛ микросхемы 
В состав современных серий микросхем кроме логических элементов "И" входят логические элементы "ИЛИ". В схеме логического элемента "ИЛИ" транзисторы VT2 соединяются параллельно в точках "а" и "б", показанных на рисунке 3, а выходной каскад используется один. Схема логического элемента "2ИЛИ-НЕ" приведена на рисунке 6. 
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Рисунок 6. Принципиальная схема логического элемента "2ИЛИ-НЕ" ДТЛ микросхемы 
Схемы "ИЛИ-НЕ" в этих сериях микросхем имеет обозначение ЛЕ. Например схема К555ЛЕ1 содержит в одном корпусе четыре элемента "2ИЛИ-НЕ". Таблица истинности, реализуемая этой схемой, приведена в таблице 2, а условно-графическое изображение логического элемента показано на рисунке 7. 
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Рисунок 7. Условно-графическое изображение элемента "2ИЛИ-НЕ". 
[bookmark: TblOrNot]Таблица 2. Таблица истинности схемы, выполняющей логическую функцию "2ИЛИ-НЕ" 
	x1
	x2
	F

	0
	0
	1

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	0


В ТТЛ схемах для реализации логического элемента "2И" вместо параллельного соединения диодов используется многоэмиттерный транзистор. Физика работы этого логического элемента не отличается от работы диодного логического элемента "2И". Высокий потенциал на выходе многоэмиттерного транзистора получается только в том случае, когда на обоих входах логического элемента (эмиттерах транзистора) присутствует высокий потенциал (то есть нет эмиттерного тока). Принципиальная схема базового логического элемента ТТЛ микросхемы приведена на рисунке 1. 
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Рисунок 1. Принципиальная схема базового логичиского элемента ТТЛ микросхемы 
Умощняющий усилитель, как и в диодно-транзисторном элементе, инвертирует сигнал на выходе схемы логического элемента. По такой схеме выполнены базовые логические элементы ТТЛ микросхем серий 155, 131, 155 и 531. Схемы "И-НЕ" в этих сериях микросхем обычно имеет обозначение ЛА. Например, схема К531ЛА3 содержит в одном корпусе четыре логических элемента "2И-НЕ". Таблица истинности, реализуемая этой схемой, приведена в таблице 1, а условно-графическое обозначение этих логических элементов приведено на рисунке 2.
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Рисунок 2. Условно-графическое обозначение логического элемента "2И-НЕ" 
Таблица 1. Таблица истинности схемы, выполняющей логическую функцию "2И-НЕ"
	x1
	x2
	F

	0
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	0


На основе базового логического элемента строится и инвертор. В этом случае на входе схемы используется только один диод. Схема ТТЛ инвертора приведена на рисунке 3.
[image: http://digteh.ru/digital/TTL/03.gif]
Рисунок 3. Принципиальная схема инвертора ТТЛ микросхемы 
При необходимости объединения нескольких логических элементов "И" по схеме "ИЛИ" (или при реализации логических элементов "ИЛИ") транзисторы VT2 соединяются параллельно в точках "а" и "б", показанных на рисунке 8, а выходной каскад используется один. В результате быстродействие такого, достаточно сложного элемента, получается точно таким же, как и у одиночного логического элемента "2И-НЕ". Принципиальная схема логического элемента "2И-2ИЛИ-НЕ" приведена на рисунке 4.
[image: http://digteh.ru/digital/TTL/04.gif]
Рисунок 4. Принципиальная схема ТТЛ микросхемы "2И-2ИЛИ-НЕ" 
Такие соединения логических элементов широко применяется при реализации цифровых микросхем по произвольной таблице истинности методом СДНФ, а условно-графическое обозначение элемента "2И-2ИЛИ-НЕ" приведено на рисунке 5. Такие логические элементы содержатся в отечественных цифровых микросхемах с обозначением ЛР. 
[image: http://digteh.ru/digital/TTL/05.gif]
Рисунок 5. Условно-графическое обозначение логического элемента "2И-2ИЛИ-НЕ" ТТЛ микросхем 
Схемы "ИЛИ-НЕ" в отечественных ТТЛ сериях микросхем средней интеграции имеет обозначение ЛЕ. Например микросхема К1531ЛЕ5 содержит в одном корпусе четыре элемента "2ИЛИ-НЕ". Следует отметить, что в современных микросхемах малой логики стараются в одном корпусе разместить один, в крайнем случае два логических элемента. 
Так как в современных схемах ТТЛ и в схемах ДТЛ используется одинаковый выходной усилитель, то и уровни логических сигналов в этих схемах одинаковы. Поэтому часто говорят, что это ТТЛ микросхемы, не уточняя по какой схеме выполнен входной каскад этих микросхем. Тем самым подчеркивается отличие этих микросхем от старых ДТЛ серий микросхем с повышенным напряжением питания. Более того! Появились КМОП микросхемы, совместимые с ТТЛ микросхемами по логическим уровням, например К1564 (иностранный аналог SN74HCT) или К1594 (иностранный аналог SN74АСT). 

4.2.2. Варианты контрольных заданий.


Вариант 4.
Задание 1. Построить схему логической функции ИЛИ на элементе ИЛИ-НЕ. 
Задание 2. Построить схему логической функции ИЛИ на элементе ИЛИ-НЕ.
Задание 3. Построить схему определения неравенства двух многоразрядных чисел А>В с использованием базисных логических элементов.
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