III. КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 3. ЧАСТЬ 1.

        ДИНАМИКА  ТОЧКИ 
7. Основные  методические  указания

7.1. Определение

Динамикой называют раздел теоретической механики, в котором изучаются движения материальных тел в зависимости от сил, их вызывающих.

В динамике решают задачи о связи сил и движений.

7.2. Основные понятия динамики
Понятие о силе, как об основной мере механического действия, оказываемого на материальное тело, было введено в статике. Но в динамике рассматриваются не только постоянные силы, но и переменные, модули и направления которых при движении  тела изменяются. При этом различают активные силы и реакции связей.

Инертность – способность материального тела сопротивляться изменению скорости при действии на него некоторой системы сил. Количественной мерой инерции материального тела является скалярная положительная величина, называемая его массой.

Кроме суммарной массы, движение тела зависит в общем случае от формы тела, точнее от взаимного расположения образующих его частиц, т.е. от  распределения масс в теле. С целью исключения этого влияния вводят абстрактное понятие о материальной точке, как о геометрической точке, обладающей массой. Изучение динамики точки начинают с изучения аксиом динамики.

7.3. Аксиомы динамики

В основе динамики лежат законы, установленные путем обобщения результатов наблюдений за движением тел в природе. Аксиомы динамики впервые были изложены И. Ньютоном в его сочинении «Математические начала натуральной философии» (1687г).

Первая аксиома (закон инерции): изолированная от внешних воздействий материальная точка сохраняет свое состояние покоя или равномерного прямолинейного движения до тех пор, пока приложенные силы не заставят ее изменить это состояние.

Движение, совершаемое точкой при отсутствии внешних сил и реакций, называют движением по инерции.

Свойство материальной точки сопротивляться изменению скорости называют инерцией.

Систему координат, в которой справедлива первая аксиома, называют инерциональной.

Вторая аксиома (основной закон динамики). Ускорение, сообщаемое  материальной точке действующей на нее силой, имеет направление силы и по модулю пропорционально ей.

Уравнение 


[image: image547.wmf],

называют основным уравнением динамики точки. 

Третья аксиома (закон равенства действия и противодействия). Две материальных точки действуют друг на друга с силами, равными по модулю и направленными вдоль прямой, (проходящей через эти точки), в противоположные стороны.

Четвертая аксиома (принцип суперпозиции). При одновременном действии нескольких сил ускорение материальной точки равно векторной сумме ускорений, которые имела бы эта точка при действии каждой из сил в отдельности:
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где:
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7.4. Методы решения задачи динамики точки

В динамике материальной точки решают две задачи. Первая задача динамики (прямая) заключается в том, что по заданным движениям и массе  определяют силы, приложенные к этой точке. Вторая (обратная) задача заключается в определении закона движения по заданным силам, массе точки и начальным условиям движения.

7. 5. Дифференциальные уравнения движения точки.

        Способы  интегрирования дифференциальных уравнений
Согласно основному закону динамики имеем:
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Проектируя обе части равенства на оси декартовой системы координат и учитывая, что 
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получим дифференциальные уравнения движения точки в декартовых координатах:


[image: image8.wmf]å

=

i

2

2

X

dt

x

d

m

;       
[image: image9.wmf]å

=

У

dt

у

d

m

2

2

i;        
[image: image10.wmf]å

=

=

i

2

2

Z

dt

z

d

m

,

или 
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Так как действующие на точку силы зависят от времени, от положения точки (координат точки) и от скорости, то правая часть уравнений может быть функцией этих переменных.

Решение второй задачи динамики сводится к тому, чтобы из данных уравнений, зная силы, найти закон движения точки. Для этого необходимо проинтегрировать соответствующие дифференциальные уравнения.

При интегрировании каждого дифференциального уравнения в полученное решение входят две постоянных интегрирования С1 и С2.  Для определения значения этих постоянных используют, так называемые, начальные условия. За начальный момент времени обычно принимают t=0. Положение, которое занимает точка в момент t=0, называют начальным положением 
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, а скорость точки в данный момент – начальной скоростью 
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Таким образом, для решения второй задачи динамики, кроме действующих сил, необходимо знать начальные условия.

 Решение второй задачи динамики точки с помощью интегрирования дифференциальных уравнений движения сводится к следующим операциям:

· составление дифференциальных уравнений движения. В случае прямолинейного движения необходимо:

· выбрать начало отсчета (как правило, его совмещают с начальным положением точки); координатную ось направляют в сторону движения;

· изобразить движущуюся точку в произвольном положении (
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) и показать все действующие на точку силы;

· записать дифференциальное уравнение движения точки, спроектировав все силы на ось координат.

Способы интегрирования дифференциального уравнения движения известны из курса высшей математики и зависят от вида правой части уравнения. Если при решении задачи необходимо искать зависимость скорости от координаты x), уравнение преобразуют к переменному x. Для этого 
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и дифференциальное уравнение примет вид


[image: image19.wmf]kx

x

x

F

dx

dv

mv

å

=

×

 ;  
[image: image20.wmf]x

v

dt

dx

=

.

Определение постоянных интегрирования производится из начальных условий, которые следует установить из условия задачи.

7.6. Принцип Даламбера для точки

Уравнения движения можно получить, исходя из общих положений, называемых принципами механики (вместо законов Ньютона). Один из общих принципов сформулирован Даламбером и носит его имя.

Если в любой момент времени к действующим на точку активным силам и реакциям связей добавить силу инерции, то полученная система сил будет уравновешенной
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где:
Fa – активная сила;

N – реакция связи;

Fu – силы инерции.

Таким образом, задачу динамики можно решать с помощью уравнений статики.

Сила инерции равна произведению массы материальной точки на ее ускорение и направлена в сторону, противоположную ускорению
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Знак минус показывает, что сила инерции направлена в сторону, противоположную ускорению

Поскольку ускорение точки можно разложить на составляющие по осям декартовой системы координат или по осям естественного трехгранника, то и силу инерции можно разложить на соответствующие составляющие. Таким образом, различают:

· касательную силу инерции:
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где:
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 - касательное ускорение;

· нормальную силу инерции
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где:

[image: image26.wmf]n
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  - нормальное ускорение материальной точки.

 Касательное ускорение направлено по касательной к траектории движения точки в сторону скорости при ускоренном движении точки или в сторону противоположную скорости, при замедленном движении. Нормальное ускорение материальной точки всегда направлено вдоль радиуса кривизны траектории движения точки к центру кривизны.

7.7. Общие теоремы динамики точки

Для решения второй задачи динамики вместо непосредственного интегрирования дифференциальных уравнений  движения часто удобно пользоваться,  теоремами динамики точки, которые являются следствиями основного закона динамики.

а). Теорема об изменении количества движения материальной точки

Изменение количества движения точки за некоторый промежуток времени равно сумме импульсов всех действующих на точку сил за этот же промежуток времени.
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где:
m 
– масса материальной точки;
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– скорость материальной точки в произвольный момент времени;
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– начальная скорость точки;
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– сумма импульсов сил.

Количеством движения материальной точки называют векторную величину 
[image: image31.wmf]v
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, численно равную произведению массы точки на ее скорость. Направлен вектор 
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 по направлению скорости точки.

Импульс силы 
[image: image33.wmf]i
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 за некоторый промежуток времени t, равен определенному интегралу от элементарного импульса силы, взятому в пределах от нуля до t.

Элементарным импульсом силы называют векторную величину 
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, равную произведению силы  
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 на элементарный промежуток времени dt
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Таким образом 
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В частном случае, когда сила F постоянна по модулю и по направлению (
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Модуль импульса может быть вычислен по его проекциям на координат​ные оси.

При решении задач, как правило, используют уравнения, выражающие теорему об изменении количества движения в координатной форме, которые имеют вид:

mv1x - mv0x = (Six;

mv1y - mv0y = (Siy;

mv1z - mv0z = (Siz.

б).  Теорема об изменении кинетической энергии материальной точки
Изменение кинетической энергии точки на некотором ее перемещении равно алгебраической сумме работ всех действующих на точку сил на том же перемещении.
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 Кинетической энергией материальной точки называют скалярную величину 
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, которая равна половине произведения массы точки на квадрат ее скорости. 

Работу отдельных сил вычисляют по формулам:

· для постоянной силы:
A = F s cos(;

· для силы тяжести:
A = ( mgh;

· для силы упругости:
А = 
[image: image42.wmf])
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Здесь: s - перемещение точки;

( - угол между векторами сил и скоростью точки;

h - перемещение точки приложения силы тяжести Р = mg по вертикали;

c - жесткость деформируемого тела (пружины);
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 - начальная и конечная деформация пружины.

8. Варианты задач и примеры их решения

8.1. Порядок решения задач

1. Прочитать условие задачи, проанализировать данные, сделать краткую запись условия.

2. Выбрать точку, движение которой следует рассматривать. На чертеже изобразить траекторию движения, начальное, конечное и произвольное положения точки.

3. Изобразить силы, действующие на движущуюся точку в произвольном положении (активные и реакции связей).

4. Выбрать метод решения задания, записать уравнения динамики, выражающие этот метод.

Решить полученные уравнения и найти требуемые величины.

8.2. Первая задача динамики точки. Принцип Даламбера

Условие задачи.

Дано. Шарик массой m движется по трубке, расположенной в вертикальной плоскости, из положения А, приобретая в точке С скорость vс,  а в точке Д – ускорение аД.

Определить нормальную реакцию трубки в точке С и силу, действующую на шарик вдоль трубки в точке Д, если известны: коэффициент трения f, радиус закругления трубки R и угол (.

Числовые значения приведены в табл.3.1, схемы для всех вариантов на рис.3.1.

Таблица 3.1  

Номер 

варианта
m, кг
vC, м/с
аД, м/с2
f
R, м
(, град

0
0,8
4,8
0,4
0,20
0,6
30

1
0,2
2,5
0,3
0,15
0,4
30

2
0,8
4,2
0,4
0,30
0,5
45

3
0,7
3,6
0,2
0,20
0,3
15

4
0,6
4,0
0,3
0,15
0,4
45

5
0,4
3,0
0,4
0,30
0,5
30

6
0,6
3,8
0,5
0,30
0,3
15

7
0,2
2,8
0,3
0,20
0,4
45

8
0,5
3,5
0,4
0,15
0,3
30

9
0,3
2,7
0,3
0,20
0,4
45

[image: image44.wmf]
Рис.3.1.

Сила трения с коэффициентом трения f действует на прямолинейном участке.

Номер рисунка выбирают по последней цифре шифра, номер строки (или столбца) – по предпоследней.

Пример решения задачи.

Дано: Шарик массой m движется из точки А по трубке, расположенной в вертикальной плоскости, приобретая в точке С скорость vС. Известно ускорение аД,  которое шарик имеет в точке Д.

Определить нормальную реакцию трубки NС, действующую на шарик в точке С, и силу тяги Fд, необходимую для сообщения шарику заданного ускорения в точке Д, если даны следующие величины: m=0,5кг; vс=4,3м/с; аД=-0,3 м/c2; R=0,4м; f=0,1; (=60о; (=30( (рис.3.2,а).
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Решение.

Рассмотрим шарик в точке С. На него действует сила тяжести 
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, сила трения 
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 и нормальная реакция трубки 
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. Для определения нормальной реакции в точке С применяем принцип Даламбера, поэтому к указанным силам добавим силы инерции 
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, направленные противоположно ускорению (рис.3.2,б).

Составляем уравнения равновесия для полученной системы сил. 
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M

Составим одно уравнение проекций сил на ось х, совпадающую с нормалью к траектории в точке С:

(Xi = 0, 
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Решая уравнение,  получим 

NС = G cos( +
[image: image51.wmf]n
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Используя выражение для нормальной силы инерции 
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Рассмотрим шарик в положении Д. К нему приложены силы тяжести  
[image: image54.wmf]g
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, нормальная реакция 
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 и неизвестная сила тяги 
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. Добавим силу инерции 
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, направленную против касательного ускорения (нормального ускорения на прямолинейном участке пути нет). Заданное ускорение имеет знак «минус», следовательно, шарик движется замедленно (ускорение направлено противоположно скорости).

Составляем уравнения равновесия проекций сил на оси x1 и y1 (рис.3.2,б):

(Хi = 0;
FД + Fu – Fтр.- G cos( = 0;

                                       (Yi = 0;
      NД – G cos(90o -  () = 0.

Вычисляем:

NД = G cos(90( – 60() = G cos30(;

Fтр. = f G cos30(;

 FД = mg cos60( + Fтр. – Fu = mg cos60o  + fmg cos30o – maД =

      = m(g cos60o + fg cos30( – aД) = 0,5(9,8 (
[image: image59.wmf]2

1

+0,1(9,8(0,866 – 0,3) = 2,72 Н.

8.3. Задача Д-2. Вторая задача динамики точки.

       Интегрирование дифференциальных уравнений

Условие задачи.

Расчетные схемы к задачам для всех вариантов приведены на рис.3.3, исходные данные в табл.3.2.

Шарик массой m движется с начальной скоростью vA по изогнутой трубке, расположенной в вертикальной плоскости ((=30о). На участке  АВ на шарик действуют постоянная сила 
[image: image60.wmf]P

, направленная от А к В при Р(0 и от В к А при  Р(0, и сила сопротивления 
[image: image61.wmf]R

, зависящая от скорости шарика (R = -(v, где ( - коэффициент сопротивления, постоянный по величине). Трением пренебречь.

На участке ВС на шарик действует сила трения 
[image: image62.wmf])
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 и пере​мен​ная сила 
[image: image63.wmf]x

F

, действующая вдоль ВС, функция которой для различных вариантов дана в табл.3.2 (( = 2 с-1).

Считая шарик тяжелой материальной точкой и зная время движения t1 на участке АВ (или длину АВ=l), найти скорость шарика в точке В, закон движения шарика по участку ВС (х=х(t)) и вычислить путь ВС, пройденный шариком за время t2 = 1,5 c. Числовые значения приведены в табл.3.2.

Пример решения задачи. 

Шарик массой m, получив начальную скорость vA, движется по изогнутой трубке АВС, расположенной в вертикальной плоскости. (рис.3.4,а). На участке АВ (рис.3.4,б) на шарик действуют сила тяжести 
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m

G

=

, постоянная си​ла 
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 и сила сопротивления  
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.  Через  время  t1  в  точке  В шарик изменяет направление

[image: image67.wmf]
Рис.3.3.

   Таблица  3.2

Номер

варианта
m,

кг
vA,

м/с
Р,

Н
(
l,

м
t1 ,

c
k
f
Fx

0
3
30
0
0,4
-
1,5
12
0
k t2

1
6
5
3
0,3
-
10,0
18
0
k cos(

2
5
20
-3
0.5
-
10,0
10
0
k sin(t

3
2
0
2,4
0,4
-
5,0
8
0
k sin2(t

4
9
30
0
0,3
7,5
-
18
0,4
-k sin(t

5
6
12
0
0,5
3
-
12
0,2
k sin2(t

6
1,6
30
0
0,8
-
2,0
4
0,2
k t

7
4
30
0
0,8
-
2,5
16
0,4
-k cos2(t

8
3
10
0
0,6
2,5
-
12
0
-k sin2(t

9
8
40
0
0,2
10
-
24
0
k cos(t
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скорости и на участке ВС (рис.3.4,в) движется под действием силы тяжести 
[image: image68.wmf]G

, сила трения 
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Считая шарик материальной точкой определить его скорость в положение В и вычислить скорость шарика 
[image: image71.wmf]C

v

 через время t2 после начала движения из точки В.

Исходные данные: m = 2кг,  vA = 20 м/с,   P = 2 H,  ( = 0,4 H(c/м,  t1 = 2 c,  f = 0,2,  ( = 45o,   ( = 15o,  k =  8 H,  ( = 3 c-1,  t2 = 1,5 c (t1 – время движения шарика на участке АВ).

Решение:

Рассмотрим движение шарика на участке АВ (рис.3.4,б).
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Изобразим на чертеже оси координат, направив ось х1 вдоль АВ в сторону движения, приняв за начало координат точку А.

Составим дифференциальное уравнение движения шарика в проекции на ось х1:


[image: image72.wmf]R

sin

G

P

x

m

1

-

a

-

=

&

&

.

Подставив G = mg, R = (v  и  
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, получим дифференциальное урав​не​ние первого порядка с разделяющимися переменными

m
[image: image74.wmf]dt
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 = P – mg sin( - (v.

Упростим уравнение, введя обозначения

b = 
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Получим уравнение:
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Разделим переменные и проинтегрируем уравнение:
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Для нахождения постоянной интегрирования подставляем начальные условия:  t = 0,  v = vА,  следовательно:
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Подставляем C1:
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Отсюда находим
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Выражаем скорость шарика v как функцию времени на участке АВ:
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Вычисляем скорость шарика в точке В, подставляя 
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Рассмотри движение шарика на участке ВС (рис.3.4,в).

Ось x направлена вдоль линии движения  ВС в сторону движения шарика. Составим дифференциальное уравнение движения шарика в проекции на эту ось:
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Из уравнения проекций сил на ось y: 
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cos

G

N

2

=

b

×

-

, находим


[image: image89.wmf].

cos

G

N

2

b

×

=


Следовательно
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Подставим выражение 
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 и 
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 в правую часть дифференциального уравнения движения шарика
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Разделим обе части этого уравнения на m
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Заменим 
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Разделим переменные
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Проинтегрировав, получим
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Так как при 
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или
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Обозначим  
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Разделим переменные 

dx = g(sin( - fcos()tdt + 
[image: image108.wmf];
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и проинтегрируем полученное уравнение:

x = g(sin(-fcos()
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При  t = 0  x0  = 0, следовательно, С3 = 0.

x =  g(sin( - fcos()
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Таким образом, получаем уравнение движения шарика на участке ВС.

Подставив числовые значения, найдем, на каком расстоянии  х = хм  от точки В будет находится шарик через t = t2 = 1,5 c  после начала движения из точки В и какую скорость v = vм он будет иметь в этот момент:
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В рассмотренном примере задано время t1 движения шарика по участку АВ.

Если задано расстояние АВ = l, то 
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 надо представить как 
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.  Ход дельнейшего решения аналогичен рассмотренному выше.

8.4. Задача Д-3. Теоремы динамики точки

Условие задачи.

Шарик, принимаемый за материальную точку массой m, движется с начальной скоростью vA внутри изогнутой трубки с радиусом закругления R, расположенной в вертикальной плоскости. Движение начинается из положения А, в котором шарик соприкасается с пружиной жесткости c, сжатой на величину h0. Пройдя путь h0, шарик отделяется от пружины и движется под действием силы  тяжести, а на прямолинейных участках и под действием силы трения.

Определить скорость шарика в положениях В и Д, учитывая время движения t на участке ВД и коэффициент  трения f на прямолинейном участке.

Численные данные приведены в табл.3.3, схемы по всем вариантам на рис.3.5.

Пример решения задачи.

Дано. Шарик, принимаемый за материальную точку массой m = 0,2 кг, движется внутри трубки с радиусом закругления R = 1 м, расположенной в вертикальной плоскости. Шарик начинает движение со скоростью vA = 4 м/с. из положения А, в котором он соприкасается с пружиной жесткости с = 100 Н/м, сжатой на величину h0 =  0,2 м (рис.3.6,а). Пройдя путь h0, шарик отделяется от пружины и движется , не испытывая трения, по криволинейным участкам трубки. Коэффициент трения на прямолинейных участках f = 0,2, время движения по участку ВД равно 0,1 с.

[image: image534.wmf]
Рис.3.5.

    Таблица 3.3

№

вариантов
m,

кг
vА,

м/с
t,

с
R,

м
(,

град.
(,

град.
f
c,

H/м
h0,

м

0
0,5
10
0,2
0,5
90
45
0,1
100
0,4

1
0,2
8
0,1
0,4
30
90
0,2
50
0,2

2
0,3
9
0,1
0,6
90
90
0,2
80
0,3

3
0,4
10
0,1
0,8
60
90
0,1
100
0,4

4
0,4
12
0,2
0,6
45
45
0,2
80
0,4

5
0,2
8
0,1
0,5
90
30
0,1
80
0,2

6
0,3
9
0,2
0,6
90
0
0,1
60
0,6

7
0,8
10
0,1
0,8
0
90
0,2
120
0,4

8
0,6
12
0,2
0,6
90
60
0,1
90
0,3

9
0,5
8
0,1
0,5
45
90
0,2
100
0,5

Найти скорость шарика в положениях В и Д.

Решение. Для определения скорости шарика в точке В используем теорему об изменении кинетической энергии материальной точки.
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На шарик действуют сила тяжести и нормальная реакция трубки на всем пути АВ,  сила упругости и сила трения – на пути h0, (рис.3.6,б).
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Рис.3.6

Суммарная работа сил
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Работа силы упругости пружины

Аупр.= 
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где:
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-  начальная деформация пружины,   
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-  конечная деформация пружины,    
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Работа силы трения

АТР. = - Fтр.h0 = -m g f h2.

Работа силы тяжести

Атяж. = mgH;   Aтяж. = mgR(I + cos60),

где:  Н -  высота, на которую опустился шарик по вертикали на пути АВ (см.рис.3.6,б)

H = (R + Rcos60().

Произведя  подстановку, получим   
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Решая уравнение, находим скорость точки В:
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Отсюда находим

vB = 8,04 м/с.

Для определения скорости шарика в точке Д применяем теорему об изменении количества движения материальной точки на участке ВД в проекциях на оси координат, так как известно время движения шарика на этом участке (рис.3.3,б):

mvДx - mvBx = (Sxi;

                                           mvДy - mvBy = (Sуi.

На шарик действует сила тяжести, нормальная реакция и сила трения. Оси координат направим по прямой ВД и перпендикулярно к ней.

Так как скорости направлены по прямой ВД, то

                        mvД  - mvВ = (-mgcos30( – f mgcos60()tВД;

                        0 = (N – mqcos60()tВД. 

Определив нормальную реакцию N = mgcos60( и силу трения Fтр = mgfcos60(, находим скорость шарика в точке Д:

vД  = vВ – g(cos30( + fcos60() tВД  = 8,04 – 9,8(0,866 + 0,2(0,5)0,1 =  7,09 м/c.

Значит

vД = 7,09 м/c.

Часть 2. Динамика материальной системы

9. Основные методические указания
9.1. Определения

Материальной системой называют совокупность взаимосвязанных материальных точек. Если связи геометрические, то такую материальную систему называют абсолютно твердым телом. Если связи при движении материальной системы изменяются, то ее называют деформируемым телом, жидкостью, газом.

9.2. Понятие о силах

[image: image535.wmf]Все силы, действующие на отдельные точки материальной  системы, делят на внешние и внутренние (рис.3.7). 

Внешними 
[image: image125.wmf])
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 называют силы, которые действуют на данную материальную  систему со стороны других точек или систем (индекс (е) вверху первая буква слова exterior).

[image: image536.wmf]Внутренними (
[image: image126.wmf])

i

(

i

F

) называют силы, действующие между отдельными точками данной материальной системы (индекс (i) вверху - первая буква слова interior).

Внутренние силы обладают следующими свойствами: главный вектор внутренних сил (
[image: image127.wmf])
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) равен нулю и главный момент внутренних сил (
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При решение задач силы, кроме того, делят на активные и реакции внешних связей.

9.3. Методы решения задач на движение материальной системы

а) Теорема о движение центра масс.

Центр масс материальной системы движется как отдельная материальная точка, масса которой равна массе системы и на которую действуют все внешние силы, приложенные к материальной системе.

Основное уравнение движения центра масс системы имеют вид
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где
M – масса материальной системы (равная сумме масс m отдельных точек или тел: 
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[image: image131.wmf]c
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 – ускорение движения центра масс; 



[image: image132.wmf]å
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 – сумма всех внешних сил.

Если уравнение (1) спроектировать на оси координат, то получим дифференциальные уравнения движение центра масс (дифференциальные уравнения поступательного движения тела):
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Центром масс материальной системы называют такую геометрическую точку, положение которой определяют по формулам
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где

[image: image135.wmf]i
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 - координаты отдельных точек материальной системы или координаты центров масс (тяжести) отдельных тел, входящих в материальную систему.

Для тел, расположенных вблизи поверхности земли, центр масс совпадает с центром тяжести тела.

Следствие к теореме о движение центра масс:

1. Внутренние силы на движение центра масс не влияют.

2. Если сумма внешних сил равна нулю, то центр масс материальной системы находится в покое или движется равномерно и прямолинейно.

3. Если проекции внешних сил на какую-либо ось равны нулю, то центр масс материальной системы относительно этой оси находится в покое или движется равномерно и прямолинейно.

б) Теорема об изменении количества движения материальной системы в дифференциальной форме.

Производная по времени от количества движения материальной системы равна сумме всех внешних сил, действующих на материальную систему.

Эту теорему можно записать или в векторной форме
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или в виде трех уравнений проекций на оси координат
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Здесь обозначены:



[image: image138.wmf]Q

 - количество движения материальной системы:
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[image: image140.wmf]c
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 - скорость движения центра масс;



[image: image141.wmf]z
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 - проекция количества движения материальной системы на оси координат: 
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[image: image143.wmf]å
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 - сумма проекций внешних сил на оси координат.

Следствия  (Законы сохранения количества движения):

1. Если сумма всех внешних сил, действующих на материальную систему, равна нулю, то количество движения материальной системы является величиной постоянной.

2. Если проекция внешних сил на какую-либо ось равна нулю, то проекция количества движения на эту ось является величиной постоянной.

Замечания. Теорема о движение центра масс и теорема об изменении количества движения в дифференциальной форме выражают одно и тоже свойство движения и могут, поэтому, применяться для решения одних и тех же задач динамики материальной системы.

в) Теорема об изменение моментов количества движения для материальной системы (теорема моментов.)

Производная по времени от момента количества движения системы относительно некоторой оси равна сумме моментов всех внешних сил относительно этой же оси.
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где  
[image: image145.wmf]w
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 - главный момент количества движения системы относительно оси z;

        
[image: image146.wmf]z
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 - момент инерции тела относительно оси вращения z;

         ( - угловая скорость вращения;

         
[image: image147.wmf]å

)

F

(

m

i

z

 - сумма моментов всех внешних сил. Ее находят по правилам статики.

Эту теорему обычно применяют при изучении вращательного движения системы тел относительно неподвижной оси.

Формулы для вычисления моментов инерции тел приведены в прил. 1.

Следствия (законы сохранения моментов):

1. Если сумма моментов внешних сил относительно какой-либо оси равна нулю, то момент количества движения относительно этой же оси является величенной постоянной.

2. Если сумма моментов внешних сил относительно какой-либо оси равна нулю: (
[image: image148.wmf]0

)

F

(

m

)

e

(

i

z

=

), то момент количества движения системы относительно этой же оси является величиной постоянной:
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3. Из теоремы моментов (уравнение (6)) можно получить дифференциальное уравнение вращательного движения тела относительно оси
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г) Теорема об изменение кинетической энергии тела.
Изменение кинетической энергии тела на некотором его перемещении равно сумме работ всех внешних сил, действующих на абсолютно твердое тело на этом же перемещении
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Если тело при движение деформируется, то в правой части уравнений (9) надо записать сумму работ не только внешних, но и внутренних сил
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Формулы для вычисления кинетической энергии даны в прил. 2, для вы​чис​лений работ – в прил. 3.

д) Принцип Даламбера для материальной системы.

Если ко всем внешним силам (
[image: image153.wmf])
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[image: image155.wmf]ui
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), приложенные ко всем точкам материальной системы, то получим уравновешенную систему сил:
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что позволяет задачу динамики решать при помощи уравнений статики.

Другая формулировка принципа Даламбера для материальной системы: 

главный вектор внешних сил 
[image: image157.wmf])
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 уравновешивается главным вектором сил инерции 
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главный момент внешних сил 
[image: image160.wmf])
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 относительно любого центра 0  уравновешивается главным моментом сил инерции 
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При решение задач уравнения (13) и (14) надо спроектировать на оси координат.

Для произвольной плоской системы сил имеем три уравнения равновесия
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Для произвольной пространственной системы сил получим шесть уравнений равновесия:
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При определение сил инерции пользуются следующими правилами:

· Сила инерции, действующая на материальную точку, равна произведению массы точки на ее ускорение и направлена в сторону, обратную ускорению:
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· Главный вектор сил инерции равен произведению массы системы на ускорение центра масс и направлен в сторону противоположною ускорению центра масс:
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В общем случае вектор 
[image: image167.wmf]u

R

 не приложен в центре масс, а приложен в другой точке, являющейся центром тяжести эпюры сил инерции, действующих на отдельные точки.

· Главный момент сил инерции 
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 относительно некоторой оси z  равен произведению момента инерции тела 
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 относительно этой  же оси  на угловое ускорение 
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Этот момент направлен в сторону, противоположную угловому ускорению.

Приложение 1

Моменты инерции твердых тел

Вид твердого тела
Расположение осей x, y, z твердого тела
Формулы для вычисления моментов инерции тел
Примечание

Круглое кольцо (обод) радиусом   r
[image: image172.wmf]
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Толщиной кольца пренебречь

Однородная круглая пластинка (диск) радиусом   r
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Однородный круглый цилиндр радиусом   r
[image: image178.wmf]
Относительно оси цилиндра
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Однородный стержень длиной l
[image: image180.wmf]
Относительно
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оси 
[image: image182.wmf]z
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[image: image183.wmf]cz
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 - момент инер​ции стержня относительно оси, проходящей через центр масс;


[image: image184.wmf]z
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 - момент инер​ции стержня относительно оси, проходящей через его конец

Ступенчатый шкив
[image: image185.wmf]
Относительно 

оси x
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m  - суммарная мас​са тела;


[image: image187.wmf]x
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 - радиус инерции тела

Приложение 2

Кинетическая энергия для некоторых твердых тел

Характер движения твердого тела
Пример движения твердого тела
Формулы для вычисления кинетической энергии
Примечание

Поступательное
[image: image188.wmf]
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Вращательное
[image: image190.wmf]
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[image: image192.wmf]c
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 - момент инерции тела относительно оси вращения, проходящей через центр масс

Плоскопараллельное
[image: image193.wmf]
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[image: image196.wmf]c
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 - скорость центра масс;


[image: image197.wmf]p

J

 - момент инерции тела относительно оси, проходящей через мгно​венный центр скоростей (подсчитывается по теореме Штейнера)

Приложение 3

Работа сил, приложенных к точкам твердого тела

Характер движения твердого тела
Пример движения твердого тела
Формулы для вычисления кинетической энергии
Примечание

Постоянная сила
[image: image198.wmf]
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s - путь, пройденный телом под действием силы

Постоянная сила трения скольжения
[image: image200.wmf]
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Сила тяжести
[image: image202.wmf]
а) 
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б) 
[image: image204.wmf]mgh
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h - высота, на которую поднялся или опустился центр тяжести тела при движении

Постоянный вращающий момент М
[image: image205.wmf]
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( - угловое перемещение твердого тела (угол поворота)

Постоянный момент сил сопротивления качению
[image: image207.wmf]
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[image: image209.wmf]d
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где ( - коэффициент трения качения

10. Варианты задач и примеры их решения

10.1. Задача Д-4. Теорема о движении центра масс

а) Исходные данные. Расчетная схема (общая для всех вариантов задач) приведена на рис.3.8, исходные данные – в табл.3.4.

Таблица 3.4

[image: image210.wmf]
Рис.3.8

Примечание.

Функцию 
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Функция 
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б) Условие задачи.
Дано: материальная система, состоящая из двух тел. Тело 1 представляет собой плиту, расположенную вертикально и перемещающуюся в двух направляющих со скоростью 
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В начальный момент времени 
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в) Указания по решению задач
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2. Из уравнения (а) найдем закон движения центра масс.
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Из уравнений (б) найдем нормальную реакцию N.

3. Координаты центра масс материальной системы находят по формулам.
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Здесь обозначены:
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Взяв производные, получим выражение для скорости центра масс в проекции x и y:
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4. Из уравнения (в) следует, что скорость движения центра масс вдоль оси x  является  постоянной (третье следствие к теореме: если 
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5. Значение N находим из уравнения (б)
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Задача решена полностью.

г) Пример решения задачи.
Расчетная схема приведена на рис.3.9.
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Таким образом 
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Находим вторую производную от S:
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Таким образом, задача решена.

10.2. Задача Д-5. Теорема об изменении кинетического момента

                               материальной системы (теорема моментов)

а) Исходные данные. Расчетная схема (общая для всех вариантов задач) приведена на рис.3.10, исходные данные – в табл.3.5.

б) Условие задачи.
Дано: материальная система, состоящая из двух тел. Тело 1 представляет собой диск радиусом 
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Таблица 3.5
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После начала вращения диска на него действует пара сил с моментом М, лежащим в плоскости диска. Если 
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Определить: угловую скорость вращения диска в конце движения для 
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в) Указания к решению
1. Задачу Д-5 решают с помощью теоремы моментов. Расчетное уравнение имеет вид
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Точка D совершает сложное движение: переносное вместе с диском и относительное – по диску, значит
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При вращении тела и движении точки в одну сторону записывают знак "+", в разные – знак "-".

3. Величина 
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4. Таким образом, расчетное уравнение принимает вид
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5. Постоянную интегрирования 
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г) Пример решения задачи.

Расчетная схема приведена на рис.3.11.
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Решение.

1. Запишем расчетное уравнение в общем виде
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2. Запишем выражение для 
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Здесь 
[image: image359.wmf]6

/

)

6

t

10

(

r

S

2

-

p

=

.

Значит
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3. Вычислим значение 
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Подставим теперь выражения (2) и 
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Выражаем теперь значение 
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Отсюда имеем
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Таким образом, задача решена.

10.3. Задача Д-6. Теорема об изменении кинетической энергии             

                               для материальной системы
а) Исходные данные. Расчетные схемы для всех вариантов приведена на рис.3.12, исходные данные – в табл.3.6. Номер схемы выбирают по последней цифре шифра, исходные данные – по предпоследней.

[image: image541.wmf]Рис. 3.12

Таблица 3.6

Номер схемы
Исходные данные
Цифровые значения по предпоследней цифре шифра



0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

0

[image: image373.wmf]m

/

m

B


0,5
0,1
0,2
0,3
0,8
0,4
0,5
0,4
0,3
0,2



[image: image374.wmf]m

/

m

D


0,2
0,1
0,1
0,2
0,3
0,2
0,1
0,2
0,1
0,3



[image: image375.wmf]m

/

m

E


0,4
0,2
0,4
0,3
0,4
0,5
0,5
0,6
0,6
0,5



[image: image376.wmf]B

R


40
60
80
100
20
40
60
80
100
50

1

[image: image377.wmf]m

/

m

B


0,5
0,4
0,3
0,3
0,4
0,4
0,4
0,5
0,5
0,4



[image: image378.wmf]m

/

m

D


0,3
0,2
0,1
0,2
0,1
0,2
0,4
0,1
0,2
0,3



[image: image379.wmf]D

R


30
30
35
35
40
40
40
40
30
40



[image: image380.wmf]D

B

r

R

=


25
20
15
25
25
30
25
20
15
15

2, 3, 9

[image: image381.wmf]m

/

m

B


0,5
0,2
0,5
0,4
0,4
0,5
0,5
0,4
0,3
0,5



[image: image382.wmf]m

/

m

D


0,1
0,3
0,2
0,1
0,2
0,3
0,4
0,2
0,1
0,2



[image: image383.wmf]m

/

m

E


0,2
0,1
0,1
0,1
0,2
0,3
0,2
0,3
0,3
0,4



[image: image384.wmf]A

B

R

R

=


10
40
30
40
35
40
30
40
25
50

4

[image: image385.wmf]m

/

m

B


0,1
0,8
0,6
0,7
0,6
0,9
0,5
0,8
1,0
0,8



[image: image386.wmf]m

/

m

D


0,2
0,5
0,5
0,3
0,2
0,6
0,5
0,5
0,3
0,4



[image: image387.wmf]B

B

r

2

/

R


20
25
30
36
25
20
25
25
25
36



[image: image388.wmf]D

R


18
20
15
30
25
15
15
24
20
30

5, 7

[image: image389.wmf]m

/

m

B


0,5
0,5
0,4
0,4
0,3
0,3
0,4
0,3
0,5
0,6



[image: image390.wmf]m

/

m

D


0,1
0,2
0,1
0,2
0,1
0,2
0,3
0,3
0,3
0,1



[image: image391.wmf]D

R


10
20
10
30
36
15
25
45
30
10

6

[image: image392.wmf]m

/

m

B


0,4
0,2
0,4
0,3
0,4
0,2
0,3
0,5
0,6
0,8



[image: image393.wmf]m

/

m

D


0,2
0,2
0,1
0,2
0,2
0,1
0,1
0,3
0,3
0,2



[image: image394.wmf]B

r


25
20
15
10
10
15
10
15
10
10



[image: image395.wmf]D

B

R

R

=


30
40
30
25
20
20
20
30
30
20

8

[image: image396.wmf]m

/

m

B


0,6
0,8
0,7
0,5
0,6
0,8
0,6
0,5
0,5
0,4



[image: image397.wmf]m

/

m

D


0,4
0,2
0,5
0,2
0,4
0,5
0,3
0,2
0,3
0,1



[image: image398.wmf]D

R


30
30
40
25
25
20
20
36
36
25



[image: image399.wmf]D

r


20
15
30
15
24
10
10
18
16
12



[image: image400.wmf]r


25
20
36
20
30
18
15
30
32
24

Примечание. В таблице даны следующие обозначения:  
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 - радиусы больших и малых окружностей (блоков, шкивов), см; 
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 - радиус инерции шкива или катка переменного сечения относительно горизонтальной оси, проходящей через центр тяжести перпендикулярной  плоскости  чертежа, см;  
[image: image410.wmf]d

 - коэффициент  трения  качения для тела D; f – коэффициент трения скольжения для тела A.

б) Условие задачи
Дано: материальная система тел, связанная при помощи тросов (рис.3.12). Тело A движется поступательно. Оно проходит от начала движения (
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), где расстояние 
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 м, и приводит в движение остальные тела.

Применяя теорему об изменении кинетической энергии для материальной системы
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Определить: скорость и ускорение тела A в конце движения.
в) Указания по решению задачи.

1. Шкивы, блоки и катки постоянного поперечного сечения считать сплошными однородными цилиндрами.

2. Массами нитей пренебрегаем и считаем их нерастяжимыми.

3. Все тела являются абсолютно твердыми, поэтому сумма работ внутренних сил равна нулю.

3. При решение задачи надо скорости и перемещения всех тел выразить через скорость  и перемещение тела А.

Выражения для вычисления кинетической энергии отдельных тел Т зависят от вида их движения: поступательное, вращательное и плоскопараллельное. Формулы для  Т  приведены в прил. 2.

6. Выражения для определения работ внешних сил приведены в прил. 3. Здесь находят работу следующих сил: силы тяжести, силы трения скольжения и момент сопротивления качению.

При качение диска (колеса) по неподвижной плоскости без скольжения, работа силы трения скольжения в точке соприкосновения его с плоскостью равна нулю, так как эта сила приложена в мгновенном центре скоростей.

7. При решение задач варианта 4 высоту подъема центра С колеса D находят по формуле
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8. Линейные размеры (кроме S) заданы в см. В процессе преобразований размерности сокращаются, поэтому при вычисление работ следует принимать 
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г) Пример решения задачи. Схема задачи приведена на рис.3.13.

Дано: 
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[image: image542.wmf]Определить: 
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 в тот момент времени, когда тело А пройдет расстояние 
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Решение.

1. Запишем исходное уравнение
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В начальный момент времени 
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2. Вычисляем кинетическую энергию системы.

Она равна сумме кинетических энергий отдельных тел:
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Здесь:

· Тело А совершает поступательное движение
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· Тело В совершает вращательное движение
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· Тело D совершает плоскопараллельное движение
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Здесь 
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Скорость точки С надо выразить через скорость точки А. Последовательно преобразовывая находим,
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Подставим известные значения
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Следовательно (при 
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Таким образом
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3. Вычисляем сумму работ всех внешних сил

[image: image544.wmf]Изобразим еще раз схему, показанную на рис.[image: image545.wmf]3.13, и обозначим ее как  рис.3.14.  Приложим  ко  всем  телам внешние активные   силы  и  реакции  связей. При движение тела А работу совершают только силы тяжести тел А и D: силы трения, приложенные к телу А: 
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Остальные силы (
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Работу следует вычислять до 4 знака после запятой.

Таким образом, имеем
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Подставляя все  значения, находим
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4. Определяем скорость и ускорение тела А.

Приравняем 
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Отсюда, подставляя 
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Для определения ускорений надо взять от уравнения (а) (сокращая его на m) производную по времени
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Следовательно
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5. Для контроля правильности вычислений надо проверить решение на ЭВМ.
Для этого необходимо:

· составить таблицу с результатами расчета. В нее вносят только численные коэффициенты для соответствующих выражений. Например

Обозначение тел
Тело А
Тело В
Тело D
Тело Е
Сумма

Коэф. в выражение кинетич. энерг.
0,5
0,36
0,07    5
                                           -
0,935

Коэф. в выражение работ
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4,5673


8,4955
-3,4335
0
0
0
0
-0,4905
0
-0,0042
0
0
0


· ввести по запросу на экране данные этой таблице в память ЭВМ.

· после окончания вычисления ЭВМ сравнивает их с результатами расчета "вручную" и распечатывает результаты.

Пример расчета на ЭВМ имеет вид:

Проверка задания по теоретической механике

Иванов И.И., Вариант  8

Результаты сравнения:

Кинетическая энергия

Для первого тела
R =
0.5
ПРАВИЛЬНО

Для второго тела
R =
0.36
ПРАВИЛЬНО

Для третьего тела
R =
0.075
ПРАВИЛЬНО

Всей мех. системы
R =
0,935
ПРАВИЛЬНО

Работа сил и моментов сил

для первого тела:

Сил тяжести
=
8,4955
ПРАВИЛЬНО

Силы трения скольжения
=
-3,4335
ПРАВИЛЬНО

Момента сопротивления качению
=
0
ПРАВИЛЬНО

для второго тела:

Сил тяжести
=
0
ПРАВИЛЬНО

Силы трения скольжения
=
0
ПРАВИЛЬНО

Момента сопротивления качению
=
0
ПРАВИЛЬНО

для первого тела:

Сил тяжести
=
-0,4905
ПРАВИЛЬНО

Силы трения скольжения
=
0
ПРАВИЛЬНО

Момента сопротивления качению
=
-0,0042
ПРАВИЛЬНО

Всей мех. системы 
=
4,5673
ПРАВИЛЬНО

10.4. Задача Д-7. Принцип Даламбера для материальной системы

а) Исходные данные. Расчетная схемы для отдельных вариантов приведена на рис.3.15, исходные данные для всех вариантов – в табл.3.7.

Таблица 3.7

Величины
Размерность
Значение величин для вариантов



0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

АВ
м
2
3
3
4
2
3
2
3
4
2

Длина 1 части 
[image: image489.wmf]1

l


м
2
3
2
3
2,5
3
2
2
3
1

Длина 2 части 
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м
3
3
2
4
2,5
3
2
3
4
2

Угол (
град
30
45
60
30
45
60
30
45
60
30

Угол (
град
60
45
30
60
45
30
60
45
30
60

Угловая скорость (
с-1
2
3
4
5
6
5
4
3
2
3

n

0,2
0,3
0,4
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,3
0,2

Масса стержня 
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кг
10
10
7
7,5
12,5
10
10
7
7,5
5

Масса стержня 
[image: image492.wmf]2
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кг
15
10
10
12,5
10
10
10
10
10
10

Примечание:

1.Номер схемы на рис.3.15 выбирают по последней цифре шифра, данные в табл.3.7 по предпоследней;

2. Углы ( и ( даны только для тех схем, в которых они показаны.

[image: image493.wmf]
Рис. 3.15

б) Условие задачи. 
К вертикальному валу АВ, вращающемуся вокруг своей оси с угловой скоростью 
[image: image494.wmf]const
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, шарнирно (или жестко) прикреплены в точке D стержни конструкции.
В нечетных вариантах в точке D к валу жестко крепится тяжелый стержень или конструкция, состоящая из двух тяжелых стержней 1 и 2. Требуется определить реакции подпятника А и подшипника В.
В четных вариантах (в том числе варианте 0) к валу в точке D шарнирно прикреплен тяжелый стержень или конструкция, состоящая из двух жестко соединенных стержней 1 и 2,  причем 
[image: image495.wmf]AB
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. Значение n и АВ приведены в табл.3.7. Конструкция удерживается в заданном положение невесомым горизонтальным тросом 3. Он прикреплен к точке K, положение которой показано на рис.3.15.

Требуется определить реакцию невесомого троса 3 и реакцию шарнира D.

в) Указания к решению задачи.

1. Массой вала пренебрегаем.

2. При решении задачи применяем принцип Даламбера, для чего ко всем стержням, обладающим массой, прикладываем главные векторы сил инерции.

[image: image546.wmf]3. Если стержень параллелен валу, то эпюра элементарных сил инерции имеет вид прямоугольника, если стержень расположен под углом к валу, то она имеет вид треугольника (рис.3.16).

Главный вектор сил инерции для стержня 1 приложен в точке 
[image: image496.wmf]1
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, расположенный на расстояние 
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 от точки D. Он направлен от вала и равен по модулю: 
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Главный вектор сил инерции для стержня 2 приложен в точке 
[image: image499.wmf]2
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, расположенной на середине стержня. Он направлен от вала и равен по модулю
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4. Так как все внешние силы, реакции и главные векторы сил инерции лежат в плоскости рисунка, то имеем произвольную плоскую систему сил и составляем три уравнения статики: 
[image: image501.wmf].
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г) Примеры решения задачи.

Пример 1.

1. Для нечетного варианта. Схема изображена на рис.3.17.

Дано: 
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Определить: 
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Решение. Прикладываем к конструкции внешние силы 
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 и 
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, реакции 
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. Изображаем главные векторы сил инерции 
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. Так как стержень 1 расположен под углом ( к валу, то эпюра элементарных сил инерции имеет вид треугольника. Значит 
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 приложена к точке 
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, расположенной на расстояние 
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 от точки D. Ее модуль равен
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Эпюра элементарных сил инерции, действующих на отдельные точки стержня 2 имеет вид прямоугольника. Значит вектор 
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 приложен в точке 
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 (центр масс). Ее модуль равен.


[image: image522.wmf]a

w

=

sin

m

R

1

2

2

2

u

l

.

В системе координат, показанной на рис.2, запишем три уравнения равновесия:
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Находим сначала вспомогательные величины
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а затем вычисляем реакции
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Пример 2.

Расчетная схема изображена на рис.3.18. Надо найти реакции: 
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Здесь рассматриваем только равновесие стержневой конструкции, в точке D которой имеется цилиндрический шарнир.

Составим три уравнения равновесия:
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Так как значения 
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 вычислены в первом примере, то, решая уравнения равновесия, находим:
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Таким образом, оба примера решены полностью.

11. Экзаменационные вопросы по динамике

Содержание экзамена:

1. Решить одну задачу по темам контрольных работ.

2. Ответить на два перечисленных вопроса.

Содержание вопросов:

1. Предмет динамики. Основные понятия. Аксиомы.

2. Дифференциальные уравнения движения материальной точки в координатной форме.

3. Первая задача динамики точки. Определение. Метод решения первой задачи при координатном и естественном способах задания ее движения. Принцип Даламбера для точки.

4. Вторая задача динамики точки. Определение. Метод решения.

5. Способы интегрирования дифференциальных уравнений при решении второй задачи динамики.

6. Интегрирование дифференциальных уравнений при F = F(t) и F = F(v).

7. Относительное движение материальной точки. Основное уравнение относительного движения точки. Частные случаи.

8. Динамика системы. Определение. Понятие о внутренних и внешних силах. Свойства внутренних сил.

9. Понятие о центре масс материальной системы. Формулы для определения положения центра масс в векторной и координатных формах. Теорема о движении центра масс. Три следствия.

10. Понятие о количестве движения точки в материальной системе. Понятие импульса постоянной и переменной силы.

11. Теорема об изменении количества движения для точки. Теорема об изменении количества движения для материальной системы в дифференциальной и конечной формах. Законы сохранения количества движения.

12. Момент количества движения для точки и материальной системы. Момент количества движения для тела при его вращении вокруг неподвижной оси.

13. Теоремы моментов для точки и материальной системы. Следствия. Дифференциальное уравнение вращения тела вокруг неподвижной оси.

14. Понятие о кинетической энергии для точки и материальной системы. Кинетическая энергия тела в поступательном, вращательном и плоскопараллельном движениях.

15. Теорема об изменении кинетической энергии для точки и материальной системы.

16. Работа постоянной силы. Правило. Работа переменной силы. Формулы элементарной работы.

17. Работа равнодействующей силы. Работа силы тяжести и силы упругости.

18. Понятия о потенциальном поле и потенциальной энергии. Свойства потенциального поля.

19. Понятия об осевом и центробежном моментах инерции. Приведенная масса и радиус инерции тела.

20. Три теоремы о моментах инерции тела.

21. Осевой момент инерции стержня (четыре случая).

22. Осевой момент инерции стержня, имеющего форму окружности (кольца). Два случая.

23. Осевой момент инерции круглой пластинки (два случая) и цилиндра.

24. Принцип Даламбера для материальной системы. Главный вектор и главный момент сил инерции.

25. Классификация связей в аналитической механике.

26. Идеальные связи. Возможные перемещения. Выражение возможных перемещений в обобщенных координатах.

27. Обобщенные координаты. Обобщенные силы.

28. Принцип возможных перемещений. Уравнение работ. Выражение ПВП в обобщенных координатах.

29. Общее уравнение динамики. Выражение ОУД в обобщенных координатах.

30.  Выражение обобщенной силы инерции в обобщенных координатах.

31. Уравнение Лагранжа II (без вывода). Назначение уравнения Лагранжа II рода. Функция Лагранжа. Циклические координаты и циклические интегралы.
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Рис.3.7.





� EMBED Equation.3  ���





Рис. 3.7





Рис.3.9





Рис.3.11





Рис.3.13





Рис.3.14





Рис.3.16.





Рис.3.17





Рис.3.18








PAGE  
104

_1070343708.unknown

_1071035135.unknown

_1081162411.unknown

_1082186540.unknown

_1082784253.unknown

_1082786815.unknown

_1109703012.unknown

_1109703726.unknown

_1109749437.unknown

_1109749442.unknown

_1109782251.unknown

_1109749439.unknown

_1109704635.unknown

_1109703093.unknown

_1109703609.unknown

_1109703046.unknown

_1082977683.unknown

_1082978098.unknown

_1082787793.unknown

_1082976476.unknown

_1082787871.unknown

_1082787777.unknown

_1082784425.unknown

_1082785089.unknown

_1082786612.unknown

_1082786632.unknown

_1082785099.unknown

_1082785075.unknown

_1082784397.unknown

_1082784416.unknown

_1082784293.unknown

_1082186734.unknown

_1082186910.unknown

_1082784197.unknown

_1082784243.unknown

_1082186970.unknown

_1082186981.unknown

_1082187611.unknown

_1082186921.unknown

_1082186879.unknown

_1082186894.unknown

_1082186831.unknown

_1082186611.unknown

_1082186683.unknown

_1082186571.unknown

_1081248550.unknown

_1082184658.unknown

_1082185237.unknown

_1082185400.unknown

_1082186490.unknown

_1082185306.unknown

_1082184695.unknown

_1082185128.unknown

_1082184679.unknown

_1081256317.unknown

_1082184375.unknown

_1082184377.unknown

_1082184378.unknown

_1082184376.unknown

_1082183640.unknown

_1082183741.unknown

_1082183780.unknown

_1082183813.unknown

_1082183668.unknown

_1081257392.unknown

_1081668883.unknown

_1081669189.unknown

_1081669656.unknown

_1081668991.unknown

_1081258846.unknown

_1081258876.unknown

_1081315690.unknown

_1081258676.unknown

_1081257283.unknown

_1081257376.unknown

_1081257103.unknown

_1081252701.unknown

_1081254748.unknown

_1081256154.unknown

_1081256291.unknown

_1081256125.unknown

_1081252766.unknown

_1081254628.unknown

_1081252719.unknown

_1081252244.unknown

_1081252461.unknown

_1081252633.unknown

_1081252292.unknown

_1081248722.unknown

_1081248803.unknown

_1081248603.unknown

_1081167592.unknown

_1081168348.unknown

_1081168935.unknown

_1081247572.unknown

_1081247581.unknown

_1081168949.unknown

_1081168703.unknown

_1081168850.unknown

_1081168498.unknown

_1081168005.unknown

_1081168035.unknown

_1081168286.unknown

_1081168012.unknown

_1081167784.unknown

_1081167795.unknown

_1081167604.unknown

_1081163603.unknown

_1081166531.unknown

_1081167512.unknown

_1081167582.unknown

_1081166546.unknown

_1081166184.unknown

_1081166233.unknown

_1081163660.unknown

_1081162607.unknown

_1081162615.unknown

_1081162466.unknown

_1079342786.unknown

_1079344665.unknown

_1081161741.unknown

_1081162087.unknown

_1081162136.unknown

_1081162078.unknown

_1079349288.unknown

_1079350375.unknown

_1079350390.unknown

_1081161553.unknown

_1079350398.unknown

_1079350382.unknown

_1079349304.unknown

_1079347415.unknown

_1079349213.unknown

_1079347360.unknown

_1079342995.unknown

_1079344439.unknown

_1079344561.unknown

_1079344420.unknown

_1079342939.unknown

_1079342957.unknown

_1079342798.unknown

_1071208757.unknown

_1073194131.unknown

_1079262644.unknown

_1079262891.unknown

_1079342738.unknown

_1079262847.unknown

_1079247324.unknown

_1079262623.unknown

_1073195615.unknown

_1073195928.unknown

_1073195940.unknown

_1073195671.unknown

_1073195577.unknown

_1071210998.unknown

_1072851370.unknown

_1072851373.unknown

_1071211748.unknown

_1071212589.unknown

_1072087223.unknown

_1071212310.unknown

_1071211083.unknown

_1071208775.unknown

_1071210919.unknown

_1071208764.unknown

_1071035776.unknown

_1071040698.unknown

_1071208506.unknown

_1071208741.unknown

_1071208494.unknown

_1071035800.unknown

_1071035914.unknown

_1071035943.unknown

_1071035957.unknown

_1071035934.unknown

_1071035815.unknown

_1071035786.unknown

_1071035541.unknown

_1071035748.unknown

_1071035763.unknown

_1071035556.unknown

_1071035520.unknown

_1071035529.unknown

_1071035188.unknown

_1070691379.unknown

_1070700756.unknown

_1070863675.unknown

_1070881801.unknown

_1070948756.unknown

_1070949027.unknown

_1070949098.unknown

_1070949450.unknown

_1071034582.unknown

_1071035093.unknown

_1070953129.unknown

_1070953553.unknown

_1070952912.unknown

_1070949209.unknown

_1070949229.unknown

_1070949110.unknown

_1070949060.unknown

_1070949067.unknown

_1070949032.unknown

_1070948881.unknown

_1070948933.unknown

_1070948954.unknown

_1070948899.unknown

_1070948793.unknown

_1070948822.unknown

_1070948783.unknown

_1070883986.unknown

_1070884153.unknown

_1070884325.unknown

_1070884110.unknown

_1070882691.unknown

_1070883968.unknown

_1070881836.unknown

_1070864699.unknown

_1070865541.unknown

_1070876326.unknown

_1070881431.unknown

_1070865542.unknown

_1070864986.unknown

_1070865540.unknown

_1070865534.unknown

_1070865532.unknown

_1070865533.unknown

_1070865040.unknown

_1070864884.unknown

_1070864478.unknown

_1070864606.unknown

_1070864639.unknown

_1070864599.unknown

_1070864168.unknown

_1070864191.unknown

_1070863764.unknown

_1070701987.unknown

_1070863454.unknown

_1070863469.unknown

_1070863483.unknown

_1070863460.unknown

_1070863435.unknown

_1070863442.unknown

_1070861637.unknown

_1070701691.unknown

_1070701811.unknown

_1070701943.unknown

_1070701739.unknown

_1070701431.unknown

_1070701537.unknown

_1070700757.unknown

_1070694396.unknown

_1070694650.unknown

_1070694873.unknown

_1070694946.unknown

_1070700752.unknown

_1070700755.unknown

_1070700751.unknown

_1070694916.unknown

_1070694689.unknown

_1070694762.unknown

_1070694660.unknown

_1070694498.unknown

_1070694535.unknown

_1070694565.unknown

_1070694523.unknown

_1070694434.unknown

_1070694484.unknown

_1070694410.unknown

_1070692671.unknown

_1070692801.unknown

_1070694370.unknown

_1070694386.unknown

_1070694342.unknown

_1070692760.unknown

_1070692793.unknown

_1070691390.unknown

_1070691847.unknown

_1070691866.unknown

_1070691939.unknown

_1070691397.unknown

_1070691384.unknown

_1070691387.unknown

_1070691382.unknown

_1070430931.unknown

_1070690986.unknown

_1070691269.unknown

_1070691357.unknown

_1070691371.unknown

_1070691374.unknown

_1070691369.unknown

_1070691321.unknown

_1070691333.unknown

_1070691309.unknown

_1070691063.unknown

_1070691153.unknown

_1070691261.unknown

_1070691091.unknown

_1070691030.unknown

_1070691044.unknown

_1070690999.unknown

_1070431465.unknown

_1070690893.unknown

_1070690915.unknown

_1070690952.unknown

_1070690978.unknown

_1070690951.unknown

_1070690901.unknown

_1070431890.unknown

_1070689932.unknown

_1070431745.unknown

_1070431754.unknown

_1070431628.unknown

_1070431188.unknown

_1070431364.unknown

_1070431378.unknown

_1070431355.unknown

_1070431158.unknown

_1070431168.unknown

_1070430970.unknown

_1070358193.unknown

_1070428823.unknown

_1070428980.unknown

_1070429215.unknown

_1070429225.unknown

_1070428991.unknown

_1070428934.unknown

_1070428955.unknown

_1070428915.unknown

_1070428554.unknown

_1070428700.unknown

_1070428807.unknown

_1070428604.unknown

_1070428532.unknown

_1070428537.unknown

_1070428495.unknown

_1070347944.unknown

_1070357611.unknown

_1070358046.unknown

_1070358054.unknown

_1070357694.unknown

_1070348044.unknown

_1070357175.unknown

_1070347995.unknown

_1070347538.unknown

_1070347704.unknown

_1070347747.unknown

_1070347648.unknown

_1070347438.unknown

_1070347456.unknown

_1070343831.unknown

_1070343832.unknown

_1070343733.unknown

_1070192817.unknown

_1070281623.unknown

_1070282296.unknown

_1070282949.unknown

_1070343625.unknown

_1070343665.unknown

_1070343685.unknown

_1070343648.unknown

_1070343548.unknown

_1070343610.unknown

_1070282960.unknown

_1070282659.unknown

_1070282805.unknown

_1070282902.unknown

_1070282692.unknown

_1070282453.unknown

_1070282579.unknown

_1070282609.unknown

_1070282322.unknown

_1070281878.unknown

_1070282065.unknown

_1070282242.unknown

_1070282278.unknown

_1070282086.unknown

_1070281954.unknown

_1070281966.unknown

_1070281941.unknown

_1070281731.unknown

_1070281763.unknown

_1070281785.unknown

_1070281750.unknown

_1070281663.unknown

_1070281685.unknown

_1070281639.unknown

_1070277568.unknown

_1070278248.unknown

_1070280620.unknown

_1070281168.unknown

_1070281228.unknown

_1070281109.unknown

_1070278447.unknown

_1070278472.unknown

_1070278406.unknown

_1070278039.unknown

_1070278065.unknown

_1070278110.unknown

_1070278046.unknown

_1070277693.unknown

_1070278034.unknown

_1070277619.unknown

_1070262245.unknown

_1070262853.unknown

_1070263078.unknown

_1070277564.unknown

_1070262987.unknown

_1070262783.unknown

_1070262845.unknown

_1070262421.unknown

_1070261721.unknown

_1070261956.unknown

_1070262232.unknown

_1070261765.unknown

_1070258534.unknown

_1070261630.unknown

_1070261710.unknown

_1070257158.unknown

_1070094952.unknown

_1070170260.unknown

_1070173245.unknown

_1070173494.unknown

_1070192785.unknown

_1070173552.unknown

_1070174790.unknown

_1070173528.unknown

_1070173368.unknown

_1070173436.unknown

_1070173348.unknown

_1070173164.unknown

_1070173181.unknown

_1070173209.unknown

_1070170457.unknown

_1070170723.unknown

_1070173044.unknown

_1070170408.unknown

_1070099178.unknown

_1070101575.unknown

_1070169926.unknown

_1070170165.unknown

_1070170232.unknown

_1070170013.unknown

_1070170060.unknown

_1070101635.unknown

_1070101655.unknown

_1070101605.unknown

_1070101366.unknown

_1070101449.unknown

_1070099924.unknown

_1070099970.unknown

_1070099942.unknown

_1070099396.unknown

_1070095149.unknown

_1070098671.unknown

_1070098692.unknown

_1070095185.unknown

_1070095026.unknown

_1070095111.unknown

_1070095003.unknown

_1069587315.unknown

_1069843023.unknown

_1070093702.unknown

_1070094397.unknown

_1070094508.unknown

_1070094354.unknown

_1069843368.unknown

_1069843477.unknown

_1069843152.unknown

_1069588221.unknown

_1069740729.unknown

_1069840923.unknown

_1069740416.unknown

_1069587521.unknown

_1069588180.unknown

_1069587448.unknown

_1069576223.unknown

_1069587209.unknown

_1069587263.unknown

_1069587281.unknown

_1069587230.unknown

_1069586468.unknown

_1069587045.unknown

_1069586408.unknown

_1069571909.unknown

_1069576119.unknown

_1069576157.unknown

_1069575917.unknown

_1069571679.unknown

_1069571831.unknown

_1069571423.unknown

